15. Ordinallerde Us @lma Denemesi
(Bir Fiyasko Oykiisii)

ecen iki bolimde ordinallerde toplama ve carpma is-
‘ lemlerini tanimlamistik. o ve B ordinallerini (bu siray-

la) toplamak i¢in a siralamasinin sonuna f siralamasi-
ni eklemistik; carpmak icin ise a x B kartezyen ¢arpimini ters
alfabetik siralamayla siralamistik.

Ya “o tsstt B” (yani of) ordinalini tanimlamak i¢in ne yap-
mali? Toplama ve ¢arpmaya benzetmeye calisirsak, “o Usst
kadar” elemani oldugunu distindigiimiiz bir Z kiimesi bulup
Z’yi iyisiralamaliyiz ve o ordinalini de Z’nin bu iyisiralamasi-
na esyapisal olan biricik ordinal olarak tanimlamaliyiz.

Eger bu dediklerimizi bir de “dogal bicimde” yapmay ba-
sarirsak, o zaman s alma isleminin toplama ve ¢arpma islem-
leriyle uyumlu olacagini umma hakkina sahip olabiliriz.

Dogal sayilardan esinlenelim. Eger X ve Y, sirasiyla m ve n
elemani olan sonlu iki kiimeyse, 7 tane elemani olan bir kii-
me bulabilir miyiz? Evet! X’ten Y’ye giden tam tamina 7" ta-
ne fonksiyon vardir. Nitekim, eger

X = {x0y eos X1}
ise, X’ten Y’ye giden bir f fonksiyonunu belirlemek i¢in, X’in
her x; elemani i¢in Y’nin bir f(x;) elemanini belirlemeliyiz. Her
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bir x; i¢in tam 7 tane segenegimiz oldugundan, ve toplam  ta-
ne x; oldugundan, X’ten Y’ye giden toplam fonksiyon sayisi
tam tamina #’dir.

B |0y,
l zl | ." by

3 elemanli X = {x, x,, x,} kiimesinden 2 elemanh
Y = {y, ¥,} kiimesine giden 23 = 8 fonksiyon.

N/
S

Simdi X ve Y iyisiralanmug iki kiime olsun. Her iki kiime-
nin siralamasini da ayni simgeyle, < simgesiyle gosterelim.
Fonk(X, Y), X’ten Y’ye giden fonksiyonlar kiimesi olsun.
Fonk(X, Y) kiimesi tizerine su < ikili iligkiyi tanimlayalim:

f<g<e f#gveeger x, X'in f(x) # g(x)
esitsizligini saglayan en kiiguk
elemaniysa o zaman f(x) < g(x).
Bu ikili iliskinin bir tamsiralama oldugunu gorecegiz.

Y A
!
glx)
J(x) /\/ g
i =g > X

x’ten Oncesine kadar f = g. Ama x’te f ve g degisik degerler aliyorlar.
Eger f(x) < g(x) ise f < g deniyor. x’ten sonra alinan degerlerin 6nemi yok.
Fonksiyonlarin ayristiklari ilk noktaya bakiliyor.

Sayfanin bagindaki resimde, 8 fonksiyonu yukarda tanimla-
nan iligkiye gore kii¢iikten biiytige dogru siraladigimiza dikka-
tinizi ¢ekerim. Eger bu ornekte, bir f fonksiyonunu,
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(f(x0), f(x1), flx2)

uglusii olarak gosterirsek, o zaman fonksiyonlar kiiciikten bu-
yuge dogru (yani soldan saga dogru) soyle yazilirlar:

(Y0s Y05 Y0)s (Y0> Y0s Y1)s (V0> Y15 Y0)5> (Yos Y15 Y1)

(Y15 Yo» Yo)s (V15 Y0» Y1) (V1> Y15 Yo)s (V15 Y15 Y1)
Eger y, yerine 0, y, yerine 1 yazarsak ve parantezleri ve virgtl-

leri atarsak, o zaman fonksiyonlar kii¢tikten buyuge dogru,

000, 001, 010, 011

100, 101, 110, 111
olarak yazilirlar. Siralamaya dikkat ettiniz mi? Aynen sayilar
gibi (mesela 2 tabaninda):

0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, ...

Bundan da bu tanimin olduk¢a dogal bir tanim oldugu kanisi-
na varabiliriz.
nu kanitlayalim.

1. Hi¢bir f fonksiyonu i¢in f < f olamaz, ¢linkii tamimda
f < g olabilmesi i¢in f # g olmasi gerektigi yaziyor.

2. Simdi f < g ve g < b esitsizliklerini varsayip f < b esitsiz-
ligini kanitlayalim. f ve g’nin ayristiklar: ilk nokta x; olsun.
Demek ki her x < x; icin f(x) = g(x) ama f(x,) < g(x). g ve
bnin ayristiklari ilk noktaya da x; diyelim. Uc sik var, iiciinii
de teker teker ele alalim.

Eger x( < x; ise 0 zaman x’dan kiiciik her x i¢in f(x) = g(x)
= h(x), ama f(x,) < g(xo) = h(xy). Demek ki x(, f ve b’nin ay-
ristiklari ilk nokta ve f(xg) < h(x(). Tamima gore f < g.

Eger x = x4 ise 0 zaman x(’dan kii¢iik her x i¢in f(x) = g(x)
= h(x) ama f(xg) < g(xg) < h(xg). Demek ki x(, f ve b’nin ayris-
tiklar1 ilk nokta ve f(x,) < h(x(). Tanima gore f < g.

Eger x; < x( ise 0 zaman x;’den kii¢iik her x icin f(x) = g(x)
= h(x) ama f(xq) = g(x1) < h(xp). Demek ki x,, f ve b’nin ayris-
tiklart ilk nokta ve f(x() < h(x(). Tanima gore f < g.

Her ti¢ durumda da f < g esitsizligini gosterdik.
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Demek ki fonksiyonlar kiimesinde tanimlanan < iligkisi bir
siralamadir. Simdi bu siralamanin bir tamsiralama oldugunu
gosterelim. Ama bu ¢ok kolay... Eger f # g, iki fonksiyonsa,

fx e Xt flx) = glx)}
boskiime degildir, dolayisiyla (X bir iyisiralama oldugundan)
Y’nin f(x) # g(x) esitsizligini saglayan bir en kiigiik x elema-
ni vardir. Y bir tamsiralama oldugundan ya f(x) < g(x) ya da
g(x) < f(x). Birinci durumda f < g, ikinci durumda g < f.

Buraya kadar her sey yolunda gitti ama bundan 6tesi yo-
lunda gitmeyecek. F(X, Y) tizerine tanimladigimiz bu tamsira-
lama ne yazik ki genellikle bir iyisiralama degildir; X ve Y’nin
birer iyisiralama oldugu durumda bile.

Bir ornek verelim. X = o ve Y = 2 = {0, 1} olsun. X’ten Y’ye
giden bir fonksiyonu bir 01-dizisi olarak gosterebiliriz. Ornegin,
0,1,0,1,0,1,0, ...
dizisi ¢ift sayilarda 0, tek sayilarda 1 degerini alan fonksiyonu
simgelesin. Hatta terimlerin arasindaki virgiilleri de atarak bu

fonksiyonu,
01010101...
olarak da gosterebiliriz. Simdi,
fo=1111111....
£ = 0111111...
fr=0011111...
f3=0001111...

fonksiyonlarini alalim. Bunlar ilk # sayida 0, daha sonra hep 1
degeri alan fonksiyonlar. Bu fonksiyonlar kiimesi A olsun.
A’nin en kiigiik elemani yoktur. Ciinki tim f),’lerden kiiciik
fonksiyonlarin en buiytigii hep 0 degerini alan 0000000... fonk-
siyonudur, bu da A’da degildir. Dolayisiyla bu siralama bir iyi-
siralama olmuyor.

Ordinallerde iis almay1, toplama ve ¢carpmada oldugu gibi o
kadar dogal bir bi¢gimde tanimlayamayiz. Bu ugrasa bir sonraki
bolumde girisecegiz ve tis almay: timevarimla kanitlayacagiz.
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F(X, Y) kiimesi tuizerine yukarda tanimladigimiz tamsirala-
ma gene de ilging bir siralamadir. Bu siralamayla ilgili bir iki
alistirmayla bitirelim bolimd.

Alistirmalar

Y iyisiral bir kiime olsun.

15.1. F(o, Y)’nin bos olmayan her altkiimesinin en biiyiik
altsinirt oldugunu gosterin. Yani & # A < F(o, Y) ise, oyle bir
f € Flo, Y) vardir ki,

a. Hera € A igin, f <a,

b. Eger g € F(o, Y) “her a € A i¢in, g < a” kosulunu sagh-
yorsa o zaman g < f.

15.2. F(o, Y)’nin bos olmayan her altkiimesinin en kii¢iik
ustsinirt her zaman var midir?

15.3. Ilk alistirmay1 ® yerine iyisirali bir X alarak yapin.

15.4. f, g € F(o, Y) olsun. Eger f = g ise, n, f(n) # g(n) esit-
sizligini saglayan en kiiciik dogal say1 olsun. d(f, g) = 1/27 ol-
sun. d(f, f) = 0 olarak tanimlansin. Sunlar1 gosterin:

a. d(f, g) =20 ve, d(f, g), ancak ve ancak f = g ise 0 olabi-
lir.

b. d(f: g) = d(g: f)

c.d(f, g <d(f, h) +dh, g).

Dolayisiyla d, F(®, Y) tizerine bir “mesafe”dir. d mesafesinin
(c)’den daha giiclii bir 6zelligi vardir:
d. d(f, g) < max{d(f, b), d(b, g)).



16. Ordinallerdg Us Alma
(Bir Basar1 Oykiisii)

rdinallerde toplama ve ¢arpmayi olduk¢a dogal bir bi-
O ¢imde tanimladiktan sonra, bir 6nceki boliimde tis alma-
y1 da ayn1 dogallikta yapmaya ¢alistik ama beceremedik.
Bu boliimde ordinallerde iis almay: tiimevarimla tanimlayacagz.

Onceki boliimlerde su sonuglari kanitlamistik.

Tiimevarimla Ordinal Toplamas: 13.11. Ordinal toplama-
s1, o ve B ordinalleri icin,
a+0=aq,
a + S(B) = S(a + B)
ve bir \ limit ordinali icin,
a+k=UB<x(a+B)
esitlikleri tarafindan belirlenmistir.

Timevarimla Ordinal Carpmasi 14.12. Ordinal carpmast,
a0 =0,
aS(B) = ap + a,
ve bir \ limit ordinali icin,
ay = Uy, of
esitlikleri tarafindan belirlenmistir.
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Ordinallerde tis almay1 da bu yontemle tiimevarimla tanim-
layacagz.

Tanim. o ve B ordinal olsunlar.
ol =1,
oSB) = o Ba
olarak tammlayalim. Eger \ limit ordinalse,
ar =g, ab
olsun.

Onsav 16.1. o ve B birer ordinalse, o da ordinaldir.

Kanut: B tizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. o’y1 kanit bo-
yunca sabitliyoruz.

B = 0 ise, onermenin dogrulugu bariz.

Eger onerme B icin dogruysa S(B) icin de dogru oldugu ¢ok
belli, ¢inkti a5 = a.Pa.

Simdi A bir limit ordinal olsun ve A’dan kiig¢iik B ordinalle-
ri igin af’nin bir ordinal (dolayisiyla bir kiime) oldugunu var-
sayalim. a7 = Ug; af oldugundan,

AN ={aP: B <2}
toplulugunun bir kiime oldugunu kanitlamak yeterlidir, ¢tinkti
herhangi bir ordinal kiimesinin bilegiminin (hem bir kiime hem
de) bir ordinal oldugunu (Teorem 10.10) biliyoruz.

A(MA) toplulugun bir kiime oldugunu gostermek igin Yerles-
tirme Aksiyomu’nu kullanacagiz.

a ordinalini sabitleyelim. Her B < A ordinali igin, aP ordina-
lini B cinsinden ifade eden bir formil bulmaliyiz. Yani 6yle bir
o(x, z) formilti bulmahyiz ki, eger B < A ise, ¢(B, z) ancak z = aP
oldugunda dogru olsun.

o(B, z) formiilii sunlar1 desin: B bir ordinaldir ve 6yle bir A
ordinaller kiimesi ve bir f: B +1 — A eslemesi vardir ki,

a) f(0) =1 ve

b) her y igin eger y € B ise, f(y+1) = f(y)a ve
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¢) her limit & € B+1 igin, f(A) = U, f(y) ve

d) z = f(B).

Buradaki A ordinaller kiimesinin (eger varsa)

{or sy < B}
olmasi gerektigi ve f fonksiyonunun f(y) = o kuraliyla veril-
mesi gerektigi belli. Tek yapmamiz gereken, B < A igin,
{av:y<P}
toplulugunun bir kiime oldugunu gostermek. Bunun igin, elbet-
te A(B)’nin bir kiime oldugunu gostermek yeterli.

Simdi kanitin ta en bagina donelim ve “a ve B ordinallerse,
of da ordinaldir” onermesi yerine “a ve B ordinallerse, b da
ordinaldir ve A(B) bir kiimedir” onermesini aynen yukarda
yaptigimiz gibi kanitlayalim. Ayrintilar (eger kalmigsa!) okura
birakiyoruz. O

ob ordinaline “o #ss#i B” denir.
001 1 olarak tamimlandigina dikkatinizi ¢ekerim.

16.3. Temel Ozellikler
Tahmin edilen ilk esitlik ger¢ekten dogru:
ol = aS0) = ol = 1a = a.
Ikinci esitlik de:
o? = oSV = ala = aa.
Her sey bu kadar dogal seyretmiyor ama; 6rnegin
20 = Ucor 2n = .

Teorem 16.2. Eger 1 < o ise B < y ancak ve ancak ab < a.

Kanit: < y varsayimini yapalim. Sonucu y tizerine tiimeva-
rimla kanitlayacagiz. y = 1 ise, B = 0 olmali. O zaman da of = o0
=1<a=al=arolur.

Onsavin y ve y’dan kiigiik ordinaller icin dogru oldugunu
varsayip, v + 1 i¢in kanitlayalim. § <y + 1 olsun. Eger B <y ise o
zaman tumevarimla of < av. Eger B = y ise 0 zaman af = a7, De-
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mek ki her iki durumda da a.f < a?. Ama Onsav 14.5’e gore
af <ar=o07l < ava = ar+l.

Simdi A bir limit ordinal olsun. A’dan kiictik ordinaller i¢in
onsavin dogru oldugunu varsayalim. B < A olsun. Tamimdan
dolay1 aP < a*. Demek ki af < a*. Ama A limit oldugundan,
B+ 1 <A ve gene ab+! < a’ Ote yandan Onsav 14.5% gore
of < ab+l, Demek ki af < af+! < o,

Simdi P < o varsayimini yapalim. Eger >y olsaydi, bir-
inci kisma gore aP > a¥ olurdu, ¢eligski. Demek ki B < y. O

Sonraki teoremler i¢in teknik bir sonuca ihtiyacimiz var:

Onsav 16.3. a bir ordinal olsun.

i. A bir limit ordinal ve B < A, N’da kofinal bir altkiimeyse,
{aB : B € B} kiimesi aVda kofinaldir.

ii. B bir ordinal kiimesiyse \Jg_p af = oFpes B,

Kanit: i. § € a* olsun. a* = U, ; a¥ oldugundan, bir y < A igin
8 € a olur. B, X’da kofinal oldugundan, bir B € B iciny < olur.
Demek ki, Teorem 16.2’ye 6 € a* < ab olur, yani 8 < ab.

ii. Teorem 16.2’ye gore her B € B icin o < a“p<s B. Ayni te-
orem, eger B’nin en biiyiik elemani varsa esitligi verir. B’nin en
buyiik elemanimin olmadigini varsayip ters icindeligi kanitlaya-
im. Bu durumda, \Ug g B = A bir limit ordinaldir (Ahstirma
11.4) ve B bu limit ordinalde kofinaldir (bkz. Bolum 13.7).
Birinci kisma gore

Upep oP = ot = apes B, O

Teorem 16.4. o+ = abar.
Kanit: y iizerine timevarimla. y = 0 icin:
ob+r = ab+0 = B = aPl = aPad = abar.
Teoremi vy i¢in dogru oldugunu varsayip, esitligi vy + 1 igin
kanitlayalim:
aP+r+l) = B+l = abrra = (aPat)oa = ablara) = aPar+l,
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Son olarak A bir limit ordinal olsun. Teoremdeki esitligin
LV dan kiciik ordinaller i¢in dogru oldugunu varsayip A igin ka-
nitlayalim. § + A’nin da bir limit ordinal oldugunu ve
) o B+ = UY<7\ o B+y
esitligini Onsav 16.3.ii’den biliyoruz. Demek ki,
oB+r = Ln)yd oB+y = Uy<k oBay = aBUyd oY = oBol.
Son esitlikte Onsav 14.8’1 kullandik. O

Teorem 16.5. (aB) = ab.
Kanit: y tizerine timevarimla.
Eger y = 0 ise, (aP)y = (aP)0 =1 ve abr = b0 = a0 = 1.
Eger esitlik v i¢in dogruysa,
(aP)r+l = (aB)rabP = abrab = abr+p = aBlv+1),
Eger y limit ordinalse ve teorem y’dan kugik 8 ordinalleri
icin dogruysa,
(@P)y = Usoy (aP)d = Us, abd.
Alistirma 14.5%e gore By bir limit ordinaldir ve
{B5 :0 <y}
ktimesi By’da kofinaldir. Onsav 16.3.i’e gore
{aBS: B € B}
kiimesi afr’da kofinaldir. Gene Onsav 16.3.i’e gore
Usey oP® = abr. ]

Son olarak, toplama islemini ¢cok kolaylastiracak ve
l+o=o
esitligini genellestiren bir esitlik kanitlayalim.

Teorem 16.5. Eger B < a ise, ®P + ©% = o2,
Kanit: o = B + y esitligini saglayan bir y > 0 vardir. Demek ki,
oP + 0% = 0f + 0f+ = 0f + ofoy
= 0f(1 + ) = vPo = P+ = ©*.
Istedigimiz kanitlanmistir. O
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Sonug 16.6. Eger B < o ve ®* < yise ®P +y = 1.
Kanit: 8 ordinali y = @ + § esitligini saglasin. O zaman,
P+y=0P+0*+d=0%+8=y
olur. []



