
17. Ordinallerin Cantor Normal 
Biçimi

Bilindi¤i gibi, say›lar› genelde,

3546 = 3 103 + 5 102 + 2 101 + 6 100

gibi onluk tabanda yazar›z. Ayn› say›y› baflka tabanlarda da

yazabiliriz. Örne¤in 11 taban›nda,

3546 = 2 113 + 7 112 + 3 111 + 4 110

d›r. Ayn› fleyi 10 ya da 11 yerine herhangi bir p > 1 do¤al say›-

s› için de yapabiliriz: Her n do¤al say›s›, her 

a0, ..., ak ! {0, 1, ..., p"1}, ak # 0

için,

n = akpk +  + a0p0

toplam› biçiminde tek bir biçimde yaz›l›r. Buna n’nin p
��������������	�
�ad› verilir.

On parma¤›m›z oldu¤undan 10 taban› önemlidir. Bilgisa-

yarlar sayesinde 2 taban› da önemlidir. Saat ve dereceler de 60

taban›na belli bir önem kazand›r›r.

Bu bölümde benzer fleyi ordinaller için yapaca¤›z, p do¤al

say›s› yerine herhangi bir $ > 1 ordinali alaca¤›z ve her % ordi-

nalinin “$’l›k tabanda” tek bir biçimde yazabilece¤ini görece-

¤iz. ‹flte teorem:



Teorem 17.1. 1 < $ ve 0 < % iki ordinal olsun. O zaman,

• bir k do¤al say›s›,

• &1 > &2 > ... > &k ve 

• 0 < 'i < $ (1 ≤ i ≤ k) ordinalleri için, % ordinali

% = $ &1'1 + $ &2'2 +  + $ &
k'k

olarak yaz›l›r. Ayr›ca bu koflullar› sa¤layan k, &i ve 'i (1 ≤ i ≤ k)

biriciktir.

Teoremi, $’y› sabit tutup % üzerine tümevar›mla kan›tlayaca-

¤›z. 

Önsav 17.2. E¤er 1 < $, &1 > ... > &k ve 0 < 'i < $ ise, o za-

man

$&1 ≤ $ &1'1 ≤ $ &1'1 +  + $ &
k'k < $ &1('1 + 1) ≤ $&1+1.

Kan›t: ‹lk iki eflitsizlik ve sonuncusu bu aflamada kolay

olmal›. Üçüncüsü olan

$ &1'1 +  + $ &
k'k < $ &1('1 + 1)

eflitsizli¤ini k üzerine tümevar›mla kan›tlayal›m. 

E¤er k = 1 ise $ &1'1 < $ &1('1 + 1) eflitsizli¤i kan›tlanmal› ki

bu da bariz.

fiimdi k > 1 olsun. Önceki bölümlerde kan›tlad›¤›m›z so-

nuçlar› kullanarak hesaplayal›m:

$ &1'1 + $ &2'2 +  + $ &
k'k = $ &1'1 + ($ &2'2 +  + $ &

k'k) 

< $ &1'1 + $ &2+1 ≤ $ &1'1 + $ &1 = $ &1('1 + 1). n

Sonuç 17.3. E¤er % ordinali teoremdeki gibi yaz›l›rsa, o za-

man &1, $& ≤ % eflitsizli¤ini sa¤layan en büyük & ordinalidir ve

'1, $&' ≤ % eflitsizli¤ini sa¤layan en büyük ' ordinalidir.

E¤er teorem do¤ruysa, &1 ve '1 yukardaki sonuçtaki gibi ol-

mak zorunda olduklar›ndan, bu özelli¤i sa¤layan &1 ve '1 ordi-

nallerinin varl›klar›n› kan›tlamal›y›z:
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Önsav 17.4. 1 < $ ve 0 < % iki ordinal olsun. O zaman $&≤ %

eflitsizli¤ini sa¤layan en büyük bir & ordinali ve $&' ≤ % eflitsiz-

li¤ini sa¤layan en büyük bir ' ordinali vard›r.

Kan›t: $&≤ % eflitsizli¤ini sa¤layan tüm & ordinallerin toplulu-

¤u bir küme oldu¤undan (okura al›flt›rma), bu ordinallerin bilefli-

mi de bir ordinaldir (Teorem 10.10) ve ayn› eflitsizli¤i sa¤lar

(Önsav 16.3.ii); dolay›s›yla bu bileflim

$&≤ %

eflitsizli¤ini sa¤layan en büyük & ordinalidir.

$&' ≤ %

eflitsizli¤ini sa¤layan tüm ' ordinaller toplulu¤u da bir küme ol-

du¤undan (okura al›flt›rma), bu ordinallerin bileflimi de bir or-

dinaldir ve ayn› eflitsizli¤i sa¤lar (Önsav 14.8), dolay›s›yla bu

bileflim 

$&' ≤ %

eflitsizli¤ini sa¤layan en büyük '(ordinalidir. n

Teorem 17.1’in Kan›t›: Art›k teoremi kolayl›kla kan›tlaya-

biliriz. $ ve % teoremde söylendi¤i gibi olsun. &1 ve '1 yukarda-

ki önsavdaki gibi olsun. %1, 

% = $ &1'1 + %1

eflitli¤ini sa¤layan biricik ordinal olsun. Elbette %1 < $ &1, çünkü

aksi takdirde

% = $ &1'1 + %1 ≥ $ &1'1 + $&1 = $ &1('1 + 1);

ama ', $&' ≤ % eflitsizli¤ini sa¤layan en büyük ordinaldi, çelifl-

ki. Demek ki %1 < $ &1 ≤ %. fiimdi tümevar›mla teoremdeki ko-

flullar› sa¤layan endisli & ve ' ordinalleri için,

%1 = $ &2'2 +  + $ &
k'k.

Önsav 17.2’den dolay›, $ &2 ≤ %1 < $ &2+1 < $ &1 ve Teorem

16.2’ye göre &2 < &1. n

$ = ) ise '’lar do¤al say› olmak zorunda olduklar›ndan, bu

sonuç $ = ) için daha dikkat çekicidir:
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Teorem 17.5 [Ordinallerin Cantor Normal Biçimi]. 0 < %

bir ordinal olsun. O zaman,

• bir k do¤al say›s›,

• &1 > &2 > ... > &k ordinalleri ve 

• n1, n2, ..., nk pozitif do¤al say›lar› için,

% = )&1n1 + )&2n2 +  + )&
knk

olarak yaz›l›r. Ayr›ca bu koflullar› sa¤layan k, &i ve ni (1 ≤ i ≤ k)

biriciktir.

Ayn› olguyu flöyle de söyleyebiliriz:

Teorem 17.5* [Ordinallerin Cantor Normal Biçimi]. 0 < %

bir ordinal olsun. O zaman,

• bir k do¤al say›s›,

• &1 ≥ &2 ≥ ... ≥ &k ordinalleri için,

% = )&1 + )&2 +  + )&
k

olarak yaz›l›r. Ayr›ca bu koflullar› sa¤layan k ve &i (1 ≤ i ≤ k)

biriciktir.

Ordinalleri Cantor normal biçimiyle toplay›p çarpmak ol-

dukça pratiktir. Yaz›n›n geri kalan bölümünde bu prati¤i ö¤re-

nece¤iz. Önce toplaman›n üstesinden gelelim. Teoremlerimizi

) taban› için kan›tlayaca¤›z.

17.1. Toplama
Teorem 17.6. &1 > &2 > ... > &k ve '1 > '2 > ... > '! ordinal

olsunlar. n1, n2, ..., nk ve m1, m2, ..., m! pozitif do¤al say› ol-

sunlar. O zaman, e¤er i, &i ≥ '1 eflitsizli¤ini sa¤layan en büyük

göstergeç (endis) ise

()&1n1 +  + )&
knk) + ()'1m1 +  + )'!m!) 

= )&1n1 +  + )&
ini + )'1m1 +  + )'!m!

olur.

186 17. Ordinallerin Cantor Normal Biçimi



Kan›t: E¤er & < ' ise )&n + )'m = )'m eflitli¤ini kan›tlamak

yeterli. & < ' olsun. Teorem 16.2’den dolay› )& < )'. Teorem

16.5’ten dolay›, )& + )' = )'’dir. n ile çarpma n kez toplama

oldu¤undan kan›t bitmifltir! n

Demek ki $ + % toplam›n› bulmak için $ ve %’y› Cantor

normal biçiminde yaz›p $’n›n kuyru¤undaki küçük terimleri

at›p %’y› bu k›salt›lm›fl $’n›n sonuna oldu¤u gibi eklemeli.

17.2. Çarpma
fiimdi çarpmaya gelelim. Çarpma toplama kadar kolay de-

¤il, ama çok da zor de¤il.

$ = )&1n1 +  + )&
knk

ve

% = )'1m1 +  + )'!m!
çarpmak istedi¤imiz ve Cantor normal biçimde yaz›lm›fl iki ordi-

nal olsun. Cantor normal biçimde yaz›lm›fl ordinalleri toplamay›

bildi¤imizden ve soldan da¤›lmadan dolay› (Önsav 14.2),

()&1n1 +  + )&
knk))'m

çarp›m›n› bilmemiz yeterli. Hatta m = 1 bile alabiliriz. Demek ki, 

()&1n1 +  + )&
knk))'

çarp›m›n› bulmal›y›z. ' = 0 ise çarp›m›n ne olmas› gerekti¤i bel-

li. ' > 0 durumuna yo¤unlaflmal›y›z. Önsav 17.2’den dolay›,

)&1+' = )&1)' ≤ ()&1n1 +  + )&
knk))'

≤ )&1+1)' = )(&1+1)+' = )&1+(1+' ),

yani

)&1+' ≤ ()&1n1 +  + )&
knk))'≤ )&1+(1+' ).

Demek ki, e¤er ' sonsuzsa, 1 + ' = ' olaca¤›ndan,

)&1+' ≤ ()&1n1 +  + )&
knk))' ≤ )&1+(1+' ) = )&1+'

ve dolay›s›yla 

()&1n1 +  + )&
knk))' = )&1+'.

Ya ' = m ! ) ise

()&1n1 +  + )&
knk))m
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çarp›m› nedir? m = 0 ise çarp›m›n ne olaca¤› belli. Bundan böy-

le m > 0 olsun. Elbette sa¤dan )m ile bir defa çarpmak yerine

sa¤dan ) ile m defa çarpmak yeterli. Demek ki

()&1n1 +  + )&
knk))

çarp›m›n› bulmal›y›z.

()&1n1 +  + )&
knk))= +r!)()&1n1 +  + )&

knk)r

eflitli¤inden dolay›, 

()&1n1 +  + )&
knk)r

çarp›m›n› bulmal›y›z. Ama bu,

)&1n1 +  + )&
knk

say›s›n› kendisiyle r kez toplamak demek ve Cantor normal bi-

çiminde yaz›lm›fl ordinalleri toplamay› bir önceki teoremden

biliyoruz. Örne¤in,

()&1n1 +  + )&
knk) + ()&1n1 +  + )&

knk)

= )&1n1 + )&1n1 + )&2n2 +  + )&
knk

= )&12n1 + )&2n2 +  + )&
knk. 

Buradan kolayca görülece¤i üzere,

()&1n1 +  + )&
knk)r = )&1rn1 + )&2n2 +  + )&

knk.

Demek ki

()&1n1 +  + )&
knk)) = +r!)()&1n1 +  + )&

knk)r

= +r!)()&1rn1 + )&2n2 +  + )&
knk)

≤ +r!) )&1(rn1 + 1) = )&1+1.

Öte yandan, r sonsuza gitti¤inde, rn1 de sonsuza gitti¤in-

den, r’yi yeterince büyük al›rsak, rn1 her s do¤al say›s›n› aflaca-

¤›ndan,

)&1+1 = )&1) = +s!) )&1s ≤ +r!) )&1rn1

≤ +r!)()&1rn1 +  + )&
knk)

= ()&1n1 +  + )&
knk)).

Sonuçta, ()&1n1 +  + )&
knk))(= )&1+1. Demek ki,

()&1n1 +  + )&
knk))m = )&1+m,

ve ' > 0 sonlu da olsa sonsuz da olsa,

()&1n1 +  + )&
knk))' = $&1+'.

Bulduklar›m›z› toparlayal›m:
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Teorem 17.8. &1 > ... > &k ve ' > 0 ordinal olsunlar. r bir do-

¤al say› olsun. O zaman, 

()&1n1 +  + )&
knk))' = )&1+'

ve

()&1n1 +  + )&
knk)r = )&1rn1 + )&2n2 +  + )&

knk

olur.

Bu teorem sayesinde Cantor normal biçiminde yaz›lm›fl her-

hangi iki ordinali kolayl›kla çarpabiliriz. Örne¤in,

)))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7

ile

))),8 + )))8 + ))3+)5 + )43 + ) + 3

ordinallerinin çarp›m› için, s›ras›yla

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7)))),

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7))))8

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7)))3+)5

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7))43

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7))

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7)3

çarp›mlar›n› bulup bu s›rayla toplamal›y›z. Bafllayal›m

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7)))), = )))2+)), = ))),

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7))))8 = )))2+))8 = )))38 

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7)))3+)5 = )))2+)3+)5

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7)))3+1 = )))2+)3+1

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7))43 = )))2+43

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7))(= )))2+1

()))24 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7)3 = )))212 + ))) + ))32

+ )4 + )23 + 7. 

Çarp›m bu ordinallerin bu s›rayla toplanmas›yla ç›kar. ‹flte sonuç:

))), + )))38 + )))2+)3+)5 + )))2+)3+1 + )))2+43 + )))2+1

+ )))212 + ))) + ))32 + )4 + )23 + 7. 
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Ordinal S›nav›

1. Her $ ordinali için, 1$ = 1 eflitli¤ini gösterin.

2. ($%)& = $&%& eflitli¤i her zaman geçerli mi?

3. Her n, m ! ) için )n)m = )m)n eflitli¤i do¤ru mudur?

4. $ > 0 için )$)% = )% olabilir mi?

5. E¤er 1 < $ ve $% = $ & ise % = & eflitli¤ini kan›tlay›n.

6. 2) = 3) = ) eflitli¤ini kan›tlay›n.

7. $ > 1 ise $% ≥ % eflitsizli¤ini kan›tlay›n.

8. $ > 1 ise $% +1 > % eflitsizli¤ini kan›tlay›n. Öte yandan $%

> % eflitsizli¤inin $ = ) ve % = -0 için yanl›fl oldu¤unu kan›tlay›n.

9. $ > 1 bir ordinal olsun. $% < $ & ise % < & eflitsizli¤ini ka-

n›tlay›n. ($% ≤ $ & ise % ≤ & eflitsizli¤ini kan›tlamak yeterli. % üze-

rinden tümevar›m yap›n.) 

10. $0 = ), $n+1 = )$n olsun. Örne¤in,

$1 = )$0 = )), $2 = )$1 = ))), $3 = )$2 = )))).

10a. {$n : n ! )} toplulu¤unun bir küme oldu¤unu kan›tla-

y›n. (Yerlefltirme Aksiyomu’nu kullanmal›s›n›z.)

10b. -0 = +n!) $n olsun. )-0 = -0 eflitli¤ini kan›tlay›n.

10c. E¤er )- = - ise - ≥ -0 eflitsizli¤ini kan›tlay›n.

10d. -0’›n )’dan büyük ve toplama, çarpma ve üs alma al-

t›nda kapal› en küçük ordinal oldu¤unu kan›tlay›n.



192 Ordinal S›nav›

11. () + 1)2 ve () + 1)3 ordinallerini ) cinsinden bir “poli-

nom” olarak yaz›n. Ayn› fleyi () + 1)n için yap›n. 

12. ()+1)n ordinalini Cantor normal biçimde yaz›n.

13. ()+1)) = )) eflitli¤ini kan›tlay›n.

14. )))223 + )))+13 + ))32 + )2 + )3 + 4 ile

))),5 + )))+12 + ))) + ))3+)2 + )4 + )2 + 1

ordinallerini toplay›n ve çarp›n ve sonucu Cantor normal form-

da yaz›n.


