17. Ordinallerin Cantor Normal
Bicimi

Bilindigi gibi, sayilar1 genelde,

3546 = 3x103 + 5x102 + 2x101 + 6x100
gibi onluk tabanda yazariz. Aymi sayiy1 bagka tabanlarda da
yazabiliriz. Ornegin 11 tabaninda,

3546 = 2x113 + 7x112 + 3x111 + 4x110
dir. Ayni seyi 10 ya da 11 yerine herhangi bir p > 1 dogal sayi-
st i¢in de yapabiliriz: Her # dogal sayisi, her

ag, s ap €10, 1, .., p—1},a,#0
igin,
n= akpk + o+ aopo

toplami biciminde tek bir bigimde yazilir. Buna #’nin p taba-
minda yazilim adi verilir.

On parmagimiz oldugundan 10 tabani 6nemlidir. Bilgisa-
yarlar sayesinde 2 tabani da 6nemlidir. Saat ve dereceler de 60
tabanina belli bir 6nem kazandirir.

Bu boliimde benzer seyi ordinaller icin yapacagiz, p dogal
sayisi yerine herhangi bir o > 1 ordinali alacagiz ve her B ordi-
nalinin “o’lik tabanda” tek bir bicimde yazabilecegini gorece-
giz. Iste teorem:
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Teorem 17.1. 1 < a ve 0 < B iki ordinal olsun. O zaman,
® bir k dogal sayisi,
Y >Yy> .. >V, Ve
* 0 <3; <a(l<i<k)ordinalleriicin, B ordinali
B=a"d + a0, + -+ + a'kd,
olarak yazilir. Ayrica bu kosullar: saglayan k, y; ve §; (1 <i < k)
biriciktir.

Teoremi, o’y1 sabit tutup P tizerine tiimevarimla kanitlayaca-

]

g1z.

Onsav 17.2. Eger 1 < a, y; > ... >y, ve 0 < §; < a. ise, o za-
man
o't <o) < a¥idy + -+ + akdy < a¥1(dy + 1) < ali+l.
Kamt: Ilk iki esitsizlik ve sonuncusu bu asamada kolay
olmali. Ugiinciisii olan
a’1dy + -+ + okd, < a’1(5y + 1)
esitsizligini k Uzerine timevarimla kanitlayalim.
Eger k = 1 ise a"18; < a’1(8; + 1) esitsizligi kanitlanmali ki
bu da bariz.
Simdi k& > 1 olsun. Onceki béliimlerde kanitladigimiz so-
nuglar1 kullanarak hesaplayalim:
o’18 + 28 + -+ + akdy = V18 + (28, + -+ + A"kdy)
<a’d; + a2t <a1d) + a¥t = a’1(d; + 1). [

Sonug 17.3. Eger B ordinali teoremdeki gibi yazilirsa, o za-
man v,, o < B esitsizligini saglayan en biiyiik v ordinalidir ve
81, a'd < B esitsizligini saglayan en biiyiik 8 ordinalidir.

Eger teorem dogruysa, y; ve 8; yukardaki sonugtaki gibi ol-
mak zorunda olduklarindan, bu 6zelligi saglayan y; ve 8, ordi-
nallerinin varliklarini kanitlamaliyiz:
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Onsav 17.4. 1 < o ve 0 < B iki ordinal olsun. O zaman o< p
esitsizligini saglayan en biiyiik bir y ordinali ve o'd < B esitsiz-
ligini saglayan en biiyiik bir & ordinali vardir.

Kanit: oY < B esitsizligini saglayan tim y ordinallerin toplulu-
gu bir kiime oldugundan (okura alistirma), bu ordinallerin bilesi-
mi de bir ordinaldir (Teorem 10.10) ve aym esitsizligi saglar
(Onsav 16.3.ii); dolayisiyla bu bilesim

a’'< B
esitsizligini saglayan en biiyiik y ordinalidir.

a'd <P
esitsizligini saglayan tiim 8 ordinaller toplulugu da bir kiime ol-
dugundan (okura alistirma), bu ordinallerin bilesimi de bir or-
dinaldir ve ayn1 esitsizligi saglar (Onsav 14.8), dolayisiyla bu
bilesim

a’s < B
esitsizligini saglayan en biiytik 8 ordinalidir. O

Teorem 17.1’in Kamiti: Artik teoremi kolaylikla kanitlaya-
biliriz. o ve B teoremde soylendigi gibi olsun. y; ve 3; yukarda-
ki onsavdaki gibi olsun. B,

p = o3, + By
esitligini saglayan biricik ordinal olsun. Elbette B; < a1, ¢iinkii
aksi takdirde
B =08+ B =2a"d+a’t=a’(d +1);
ama 3, a'd < B esitsizligini saglayan en buyik ordinaldi, ¢elis-
ki. Demek ki B; < a”t < B. Simdi timevarimla teoremdeki ko-
sullar1 saglayan endisli y ve & ordinalleri icin,
B =028, + - + a'kdy.

Onsav 17.2°den dolay1, a” < By < a%*! < a” ve Teorem
16.2°ye gore v, < vq. [

o = o ise 8’lar dogal say1 olmak zorunda olduklarindan, bu
sonu¢ o = o icin daha dikkat cekicidir:
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Teorem 17.5 [Ordinallerin Cantor Normal Bi¢imi]. 0 < f
bir ordinal olsun. O zaman,

® bir k dogal sayisi,

® v > 7Yy > ... >, ordinalleri ve

® 14, Ny, ..., Ny, pozitif dogal sayilari icin,

B=o"n +02m + - + 0,

olarak yazilir. Ayrica bu kogullar: saglayan k, y; ve n; (1 <i< k)
biriciktir.

Ayni olguyu soyle de soyleyebiliriz:

Teorem 17.5' [Ordinallerin Cantor Normal Bicimi]. 0 <
bir ordinal olsun. O zaman,
® bir k dogal sayisi,
® vy, 2y, 2 ... 2y, ordinalleri icin,
B=w+o:+ -+ ol
olarak yazilir. Ayrica bu kosullar: saglayan k ve y; (1 <i < k)
biriciktir.

Ordinalleri Cantor normal bigimiyle toplayip ¢arpmak ol-
dukga pratiktir. Yazinin geri kalan bélimiinde bu pratigi 6gre-
necegiz. Once toplamanin iistesinden gelelim. Teoremlerimizi

® tabani i¢in kanitlayacagiz.

17.1. Toplama

Teorem 17.6. v{ > 73 > ... > y, ve & > 8, > ... > 8, ordinal
olsunlar. ny, ny, ..., n, ve my, m, ..., m, pozitif dogal say: ol-
sunlar. O zaman, eder i, v; 2 8 esitsizligini saglayan en biiyiik
gostergec (endis) ise

(@V17my + -+ + ©%kny) + (@S2 + -+ + @)

=o'y + -+ o'n; + ©my + - + 0%m,

olur.
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Kamit: Eger y < 8 ise "7 + @3m = wdm esitligini kanitlamak
yeterli. y < 8 olsun. Teorem 16.2°den dolay1 ®" < 3. Teorem
16.5’ten dolayi, o' + ©® = ©¥dir. n ile carpma 7 kez toplama
oldugundan kanit bitmistir! O

Demek ki o + B toplamini bulmak icin o ve B’y1 Cantor
normal bi¢iminde yazip o’nin kuyrugundaki kiiciik terimleri
atip B’y1 bu kisaltilmig o’nin sonuna oldugu gibi eklemeli.

17.2. Carpma
Simdi ¢arpmaya gelelim. Carpma toplama kadar kolay de-

gil, ama ¢ok da zor degil.

o=+ + 0k,
ve

B=wdmy + - + @dm,
carpmak istedigimiz ve Cantor normal bigimde yazilmug iki ordi-
nal olsun. Cantor normal bigimde yazilmis ordinalleri toplamay1
bildigimizden ve soldan dagiimadan dolay1 (Onsav 14.2),

(@V17g + -+ + ©Vkny)08m
carpimini bilmemiz yeterli. Hatta 72 = 1 bile alabiliriz. Demek ki,

(@V17mg + - + ©Vkny) 00
carpimini bulmaliyiz. 8 = 0 ise ¢carpimin ne olmasi gerektigi bel-
li. 8 > 0 durumuna yogunlasmaliyiz. Onsav 17.2’den dolay,

©'1*0 = @O < (01779 + -+ + @OTk7y) @O
< h+lpd = i+1)+d = (DY1+(1+8)’
yani
o'+ < ((Dyﬂ’ll + oo 4 (,\)Yknk)O)SS @V1+(1+3)
Demek ki, eger 8 sonsuzsa, 1 + & = 8 olacagindan,
o'+ < (0)Y1nl + oo 4 (Dykf’lk)(x)s < @V1+(1+8) = YV1+d
ve dolayisiyla
(@V17y + -+ + ©k1,) 00 = @145,

Yad=m e oise

(@"72y + -+ + @Ok O™
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carpimi nedir? m = 0 ise ¢arpimin ne olacagi belli. Bundan boy-
le m > 0 olsun. Elbette sagdan o™ ile bir defa carpmak yerine
sagdan o ile m defa carpmak yeterli. Demek ki
(@"ny + -+ + ©kny)®
¢arpimini bulmaliyiz.
(@17 + - + Oknp)o = U, (@172 + -0 + @Vk1y)r
esitliginden dolayz,
(@7 + -+ + ©kny)r
¢arpimini bulmaliyiz. Ama bu,
011y + -+ OVkRy
sayisini kendisiyle 7 kez toplamak demek ve Cantor normal bi-
¢iminde yazilmig ordinalleri toplamayi bir 6nceki teoremden
biliyoruz. Ornegin,
(@"ny + - + ©kny) + (©172) + - + ©OTk1y,)
= 0" + O + O + - + Ok,
= 0"12n + ©21y + o + OVkny,.
Buradan kolayca gorilecegi tizere,
(@"7y + - + Okny)r = @'y + ©21) + -0 + Ok,
Demek ki
(@"172q + -+ + Oknp)o = U, (@171 + -+ + @Vk1y)r
= U@y + @21y + -+ + @Vkny,)
<V
Ote yandan, r sonsuza gittiginde, 772; de sonsuza gittigin-

rew O1(rny + 1) = @1+l
den, 7’yi yeterince buyuk alirsak, r72; her s dogal sayisini asaca-
gindan,
o'+l = oo = Uy, o'1s < U, oV1irny
<V
= (0"ny + - + ©%kny)o.

rem(mywnl + o+ (Dyknk)
Sonugcta, (®"177y + -+ + @"n)o = ©"1+1. Demek ki,
(@"ny + - + @k )" = @147,
ve & > 0 sonlu da olsa sonsuz da olsa,
(@V17y + -+ + ©Ykny)0 = o1+,
Bulduklarimizi toparlayalim:
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Teorem 17.8. v, > ... >y, ve 8 > 0 ordinal olsunlar. r bir do-
gal sayi olsun. O zaman,
((Dylnl R mYknk)(DB = (DY1+6
ve
(@"7my + - + ©%kny)r = ©1rng + @21, + o + Ok
olur.

Bu teorem sayesinde Cantor normal bigiminde yazilmig her-
hangi iki ordinali kolaylikla ¢arpabiliriz. Ornegin,
0924 + ©°° + 2 + 0% + ©23 + 7
ile
9’8 + 98 + OS5 + 043 + © + 3
ordinallerinin ¢arpimi igin, sirasiyla
©924 + 0 + ©°°2 + ot + ©23 + 7)o
0924 + ©°° + ©2°2 + 0% + ©23 + 7)0°"8
0924 + ©°° + ©2°2 + ©* + ©23 + 7)o +0S
0924 + ©°° + ©2'2 + 0% + ®23 + 7)043
0924 + 0°° + ©°2 + 0% + ©23 + 7)o
0924 + 0°° + ©2°2 + ©* + ©23 + 7)3
carpimlarini bulup bu sirayla toplamaliyiz. Baglayalim
(0°°24 + 0°° + 02 + 0% + ©23 + 7)o = o2+ = Eo°
0924 + ©°° + 2 + O + ©23 + 7)00°8 = @O"2+0°§ = ©°38
0924 + ©9° + ©9’2 + ©* + 023 + 7)0O+05 = EO2+0i+6S
0924 + ©°° + ©2°2 + O + ©23 + 7)o@+ = @o°2+o’+]
0924 + ©°° + ©9°2 + ©* + ©23 + 7)043 = ©°2+43
0924 + 0°° + ©°2 + O + 023 + 7)o = E©°2+1
0924 + ©°° + ©2'2 + 0% + ©23 + 7)3 = 9212 + ©°° + 2
+ 0%+ 023 + 7.

(
(
(
(
(
(

Carpim bu ordinallerin bu sirayla toplanmasiyla cikar. Iste sonug:
600)“’2 + MO38 + @O°2+03+0§ 4 @o2+03+]l § o©2+43 4 @Eo©2+1

+ 09212 + 0°° + 02 + 0% + 023 + 7.




Ordinal Sinavi

. Her o ordinali i¢in, 1@ = 1 esitligini gosterin.

. (aB)r = P esitligi her zaman gecerli mi?

. Her n, m € o i¢in 0”0 = omw” esitligi dogru mudur?
.o > 0 i¢cin 0*®wP = P olabilir mi?

.Eger 1 <o ve abf = arise B =y esitligini kanitlayn.
.20 = 30 = @ esitligini kanitlayin.

NN bW =

.a > 1ise af > esitsizligini kanitlayn.

8. o> 1ise ab +1 > B esitsizligini kanitlaymn. Ote yandan of
> B esitsizliginin o = ® ve B = g i¢in yanlis oldugunu kanitlayn.

9. a > 1 bir ordinal olsun. af < a¥ ise B < v esitsizligini ka-
nitlayin. (o < a¥ ise B <y esitsizligini kanitlamak yeterli. B tize-
rinden tiimevarim yapin.)

10. o = ®, a,,,; = ©* olsun. Ornegin,

0y = 0% = OO, 0, = O% = O, a3 = O = E,

10a. {a,, : 7 € o} toplulugunun bir kiime oldugunu kanitla-
yin. (Yerlestirme Aksiyomu’nu kullanmalisiniz.)

10b. g5 = U,,_, @, olsun. ®® = g, esitligini kanitlayin.

10c. Eger @t = ¢ ise € > g esitsizligini kanitlaym.

10d. ¢y’in ®’dan biiytk ve toplama, ¢arpma ve tis alma al-
tinda kapali en kiiciik ordinal oldugunu kanitlayin.
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11. (o + 1)2 ve (o + 1)3 ordinallerini ® cinsinden bir “poli-
nom” olarak yazin. Ayni seyi (o + 1)7 i¢in yapin.

12. (0+1)” ordinalini Cantor normal bi¢imde yazin.

13. (0+1)® = ©° esitligini kanitlayin.

14. 023 + ©*°"'3 + 0’2 + ©2 + ©3 + 4 ile

@95 + @012 4+ @0° + @O0 + @F + @2 + 1

ordinallerini toplayin ve ¢arpin ve sonucu Cantor normal form-
da yazin.



