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Midterm
November 2007
Ali Nesin
Tanimlar:
0=0.

x bir kiime ise, S(x) = x U {x}.
0’1 iceren ve igerdigi her x elemani icin S(x)’i de iceren bir kiimeye tiimevarimsal denir.
o en kii¢iik tiimevarimsal kiimedir, i.e. Biitiin timevarimsal kiimelerin kesisimidir.

1. xvey kiime ise {{x}, {x, y}} nin de kiime oldugunu gosterin. (7 pts.)
Proof: x ve y kiime ise {x, y}'nin kiime oldugunu sodyleyen bir aksiyom vardir. x = y
alirsak {x}’in de bir kiime oldugu ¢ikar.Ayn1 aksiyomdan {{x}, {x, y}} bir kiimedir.

2. x vey iki kiime olmak iizere, (x, y) ikilisini {{x}, {x, y}} kiimesi olarak tanimlayalim.
X, y, Z, t herhangi dort kiime ise (x, y) = (z, t) ancak ve ancak x = z ve y = t oldugunu
gosterin. (7 pts.)

Proof: x =z ve y =t ise (x, y) = (z, ¢) oldugu barizdir.

Diger taraftan, (x, y) = (z, ¢) olsun. Tanim geregi

{{x}, {x, ¥} = {{z}, {z, 1}}.

Dolayisiyla {x} hem {{x}, {x, y}} hem de {{z}, {z, t}} kiimelerinin eleman1. Yani ya {x}

= {z} ya da {x} = {z, t}. IIk durumda x = z ve ikinci durumda z = ¢t = x.Yani her iki

durumda x = z dir. Geriye y = t oldugunu gostermek kaliyor.
{{x} {x, ¥} = {{z}, {z, 1}}

ve {x} = {z}oldugundan, {x, y} = {z, t} olmali. Sonug olarak x = z esitligi y = ¢ esitligini

icin yeterlidir.

3. X ve Y iki kiime olsun ve Z = (X U Y)) olsun. (x,y) € Zforallxe Xandye Y
oldugunu gosterin. (7 pts.)
Proof: (g (X U Y)) kiimeler kuramindaki iki aksiyomdan dolay1 bir kiimedir. x € X ve
XcXuYise, xe XuYdir. Aym sekildeye XU Y.
{x}cXuYve{x,ylcXuUY.

Dolayisiyla
{x}e pXUY)ve{x,y}e pXUY).
bundan dolay1
{xh {xuyllc pXu)).
Bu da bize

{{x}, {x, y}) € p(PXUY)) =Z. verir.

4. x e Xvey e Y olacak sekilde biitiin x, y ikililerin bir kiime olusturdugunu gosteriniz.

Bu kiimeyi X X Y ile gosteriyoruz. (7 pts.)
Proof: Bu topluluk {(x, y) € (X U Y)) : x € X, y € Y} ile ifade edilebilir. Bu
toplulugun kiime oldugunu gostermek icin sinifta verdigimiz 3. aksiyomu kullanacagiz:
“Z bir kiime ve @(z) bir formiilse {z € Z: ¢(z)} toplulugu bir kiimedir”.
o(x, u) Onermesi

XEUAVI(EU—Tt=X)

olsun. O zaman ox, u) ancak ve ancak u = {x} oldugunda saglanir.



B(x, y, v) onermesi,
XEVAYEVAVI(teu—>({=xvit=y))
olsun. O zaman da B(x, y, v) ancak ve ancak v = {x, y} oldugunda saglanir.
v(x, y, z) Onermesi,
Fu Fv (oux, u) A B(x, y, v) A B(u, v, 2))

olsun bu durumda da y(x, y, z) ancak ve ancak z = {{x}, {x, y}} = (x, ¥) oldugunda
saglanir.
¢(z) bnermesi,

dxdy(xe XAye YAy, y,2)
olsun. @(z) ancak ve ancak bir x € X ve ye Yi¢in z = (x, y) ise saglanir.
Dolayistile {(x,y) € p(fpp(XUY)) :xe X,ye Y} toplulugu

{ze P(PXUY)):0()}

ile ifade edilebilir. Bu sayede yukarida ifade edilen aksiyomdan dolay1 bu topluluk yani
X X Y bir kiimedir.

5. Birx € wiciny = S(x) kosulunu saglayan biitiin (x, y) ikililerinin toplulugu ® X ®W'nin
bir altkiimesidir. (7 pts.)
Proof: Sadece {(x, y) € @ X @ : y = S(x)} toplulugunun bir kiime oldugunu gostermemiz
gerekiyor. ® X ®’nin bir kiime oldugunu bildigimiz i¢in y = S(x)’1 bir @(z) formiiliiyle
ifade etmemiz yeterli olacaktir.
€(x, y, ) Onermesi,
Vi(te z¢>texvitey)
olsun. €(x, y, z) ancak ve ancak z = x U y iken saglanir.
Y(x, y) Onermesi,
Jt (oux, 1) A e(x, t,y))
olsun. (burada o dnceki sorudaki gibi) Bu durumda y(x, y) ancak ve ancak y =x U {x} =
S(x) ise saglanir.
Demek ki {(x, y) € ® X ®:y=S58(x)} toplulugu ayn1 zamanda
{ze ox®:3xTy (Y(x,y,2) AY(x, )}
ile ifade edilebilir, (burada y 6nceki sorudaki formiil gibidir) ve dolayisiyla da 3’iincii
aksiyomdan dolay1 topluluk bir kiimedir.

6. Hern,me oicin egern e misen < m. (7 pts.)

Proof: m {izerine tiimevarim yapalim. Eger m = 0 ise onermenin dogru oldugu barizdir.
Onermenin m.icin dogru oldugunu kabul edelim. n € S(m) = m U {m} olsun. Yan € m ya
dan € {m} olmalidir. Birinci durumda tiimevarim hipotezinden n < m dir ¢iinkii

mc m U {m} = S(m) dir ve bu durumda da n < S(m) elde ederiz. Ikinci durumda da m = n
veyinen=mc muU {m} = S(m) elde edilir.

7. Hern,me icin eger S(n) = S(m) ise yan € m ya da n =m olur. (7 pts.)

Proof: S(n) = S(m) oldugunu kabul edelim. Tanim geregi, n U {n} = m U {m} olur. n,

n U {n} kiimesinin bir eleman1 oldugu icin n € m U {m} olmalidir. Dolayisiyla yan € m
yadan e {m} olur. Ikinci durumda n = m elde edilir.

8. §S:®— wbirebir bir fonksiyon oldugunu gosterin. (7 pts.)

Proof: n, m € ® olsun. S(n) = S(m) ama n # m oldugunu kabul edelim. 7. sorudan ya

n € m ya da n = m olmalhidir. Ayrica n € m dir ve 6. sorudan, n < m cikar. Simetriden
dolayt m < n de gosterilmis olur. Yani n = m dir.



9. S(m) = o\ {0} oldugunu gosteriniz. (7 pts. Note: Burada S(w), ®'nun fonksiyon
altindaki goriintiisiidiir.)

Proof: S(n) =n U {n} oldugu i¢in S(n) asla bos olamaz. Diger taraftan hern € ®, yan =0

ya da bir m € ®icin n = S(m) oldugunu gosterecegiz. Tiimevarim yapiyoruz. Eger n = 0

ise onermenin dogru oldugu barizdir. n i¢in kabul edelim ve S(n) icin gosterelim. Yani

S(n) in bir m i¢in S-imgesinde oldugunu sdylemek istiyoruz. Fakat tabiki S(n) birseyin S

altindaki gortintiisii ki o da n...

10. Hern € wigcinn ¢ n. (7 pts.)

Proof: n iizerine tiimevarim yapacagiz. Egern =0 ise n = J ve tabiikin ¢ n. Simdin ¢ n
oldugunu varsayalim ve S(n) ¢ S(n) oldugunu gosterelim.S(n) € S(n) =n U {n} oldugunu
farzedelim. Bu durumda ya S(n) € n ya da S(n) = n olmalidir. Fakat 6. sorudan dolay1 her
iki durumda da S(n) < n olur. Fakat, n € n U {n} = S(n), oldugu i¢in bu n € n olmasini
gerektirir, celigki.

bir siralama tamimladigin gosterin (7 pts.)
Proof: Her n, m, k € ®igin
a) negn
ve
b) ne mveme kisen € k.
Birincisini 10. sorudan ¢ikartabiliyoruz. Simdi n € m € k olsun. 6. sorudan, n € m C k dir.
Dolayist ile n € k olmalidir.

12. Bu siralamanin < bir tamsiralama oldugunu gosterin. (7 pts.)
Proof: Asagidaki 6nsava ihtiyacimiz var.

Onsav: Hern,me o icinn € mise ya S(n) € myadaSn)=mdir.
Proof: m iizerine tiimevarim yapalim. m = 0 ise ispatlanacak birsey yok. Su andan sonra
m'nin asagidaki onermeyle verilmis oldugunu diistinelim.
Hern e wicineger n € mise ya S(n) € m ya da S(n) = m olmalidir.

Hern e wicinn € S(m) ise ya S(n) € S(m) ya da S(n) = S(m) olmalidir.
n € S(m) herhangi bir eleman olsun. Ya S(n) € S(m) ya da S(n) = S(m) oldugunu
gosterecegiz. n € S(m) = m U {m} oldugu icin ya n € m ya da n = m olmalidir. Ikinci
durumda da S(n) = S(m) dir. Birinci durumda ise, timevarim hipotezinden, ya S(n) € m ya
da S(n) = m ve her iki durumda da S(n) € S(m) dir. Bu, 6nsavin ispatin1 tamamlar.

Simdi
herme wicinyane myan=myadame n
onermesini n iizerine tiimevarimdan gosteriyoruz. Once n = 0 oldugunu diisiinelim ve bir
m € o secelim. m € 0 durumu imkansiz oldugundan aslinda gostermemiz gereken sey
yaO=myada0e m.
Bunu m {izerine tiimevarim ile ispat edecegiz. m = 0 ise ispat edecek bir sey yok. Diyelim
ki bu m i¢in saglandi, S(m) icin gostermeliyiz. Eger m =0, 0 =m € S(m). Eger m # 0, ise 0
€ m < S(m). Dolayisi ile ifade n = 0 i¢in dogrulanms oldu.
Simdi farzedelim ki
hermicinyane myan=myadame n.



Ayn1 6nermenin S(n) i¢in de dogru oldugunu gostermek istiyoruz. Yani her m icin ya S(n)
e myaS(n)=myadame S(n).
m € ® herhangi bir eleman olsun.Tiimevarim hipotezine gore ii¢ ihtimal var.
ne myan=myadame n.
Ikinci durumda, m = n € S(n) ve isimiz bitti.
Ugﬁncﬁ durumda, m € n < S(n) ve isimiz yine bitti.
Sadece n € m olan birinci durum kaldi. Fakat bu durumu da zaten lemma ile halletmistik.

13. Bu siralamada o’min bos olmayan her altkiimesinin bir en kiiciik elemani vardir. (8

pts.)
Proof: X, ®'nin bos olmayan bir altkiimesi olsun. X in bir en kiiciik elemaninin olmadigini
farzedelim. Oncelikle 7 iizerine tiimevarim ile
her m <niginm ¢ X icin.

n = 0 icin bariz bir sekilde dogru. Diyelim ki énerme n i¢in dogru. m < S(n) olsun. m €
S(n)=n v {n} ve yam € n yadam = n. Birinci durumda m < n ve timevarimla m X'in bir
eleman1 olamaz. ikinci durumda eger n, X'in bir eleman1 olmus olsaydi o zaman 7, X'in en
kiiciik elemani olurdu. Tiimevarim hipotezinden dolayr n ¢ X de olmak zorundadir..
Dolayisi ile 6nerme ispatlanmig oldu. Simdi X = & ve n € X olsun. Simdi de n < S(n) ise
az Once ispat ettigimiz 6nerme S(n) i¢in yanlistir, celiski. Dolayisi ile X = &.

14. o’ min bog olmayan her altkiimesi X icin oyle bir x € X vardir ki x N X = &. (8 pts.)
Proof: x, X'in en kiiciik eleman1 olsun. Eger y € x N X ise y de X’in bir elemani1 olur ve
x,'den kiiciiktiir, celigki. Dolayistile x " X = .



