Math 111 - Kiimeler Kurami
Vize
Kasim 2005
Ali Nesin

X bos olmayan bir kiime olsun, sinav boyunca da dyle kalacak. X {izerine bir filtre X'in
altkiimelerinden olusan ve su sartlar1 saglayan bir kiimedir (yani F < $(X)):

i)EgerAe FveAcBcXiseBe F.

ii) Eger A ve B, F'nin iki elemani ise A N B de dyledir.

i) O FveXe F.

I. Kisim

1. Eger @ # A < X ise X'in A'y1 iceren altkiimelerinin kiimesi olan F(A), X iizerine bir
filtredir. Boyle filtrelere basat denir.

2. Eger @ #A < B c Xise F(B) c F(A) oldugunu gosterin.

3. A, Bc Xi¢in, F(A) N F(B) = F(A U B) esitligini kanitlayin.

4. X'in sonlu bir altkiimesini i¢eren bir filtrenin basat olmak zorunda oldugunu kanitlayin.

5. X'in sonsuz oldugunu varsayalim. X'in tiimleyeni sonlu olan alt kiimelerinin kiimesi de X
tizerine bir filtredir. Bu filtreye Fréchet filtresi denir.

6. Bir basat filtrenin Fréchet filtresini icermek zorunda oldugunu gosterin.

7. Filtrelerden olusan herhangi bir kiimenin elemanlariin kesisiminin de bir filtre oldugunu
gosterin.

8. B c H(X) kiimesi bir filtre tarafindan igerilsin. B'nin higbir Ay, ..., A, elemani i¢in A; N ...

N A, = D esitligi dogru olamaz. (X)'in bu kosulu saglayan bir 3B altkiimesi i¢in sonlu Kkesisim
ozelligini sagliyor denir, kisaca SKO.
9. (I, <) swrali bir kiime olsun dyle ki her i, j € I i¢cin Oyle bir k € I olsunkii <k vej<k

esitsizlikleri saglansin. Her i € I i¢in, &F;, X iizerine bir filtre olsun. i < j i¢in, F; < &F; oldugunu
ve {F;: i € I}'nin kiime oldugunu varsayalim. Uj; ¢ ; &; 'nin de bir filtre oldugunu gosterin.

10. $(X)'in sonlu kesisim 6zelligini saglayan bir JB altkiimesinin bir filtrenin i¢inde oldugunu
kanitlayin.

11. Maksimal bir filtreye ultrafiltre denir. X'in hangi A altkiimeleri igin F(A) ultrafiltredir?
12. Kamitlayin: X iizerine bir F filtresi bir ultrafiltredir ancak ve ancak her A X icin ya A ya

da X\ A, F'nin elemaniysa.

II. Kisim

13. F, X iizerine bir filtre olsun. Y bir kiime olsun. X'ten Y'ye giden fonksiyonlarin kiimesini

f=go (xe X:fix) =g} e F.
Bu iliskini bir denklik iligkisi oldugunu gosterin.



Bundan boyle X ve Y diye iki kiime ve X iizerine bir F filtresi sabitleyelim ve = yukaridaki gibi
olsun. Fonk (X, Y)/= kiimesine bakalim.

14. <Y iizerine bir kismi siralama olsun. Fonk(X, Y) {izerine <X ilisksini s0yle tanimlayalim:

f< gancak ve ancak {x e X: f(x) <g(x)} € F.
a) Bu iliski Fonk(X, Y) lizerine bir kismi siralama verir mi? Eger vermezse kismi siralamanin
hangi 6zelligi saglanmaz?
b) Eger f < g ve f=f) ve g = g1 ise fi < g1 oldugunu gosterin.
c¢) < iligkisinin Fonk (X, Y)/= lizerine ikili bir iliski verdigi sonucuna ulagin.

d) < Y iizerine tamsiralama olsun ve F, X iizerine bir ultrafiltre olsun. Fonk (X, Y)/= lizerine

15. n e N pozitif bir dogal say1 olsun. (Baslagi¢ta n = 1 alabilirsiniz), f: Y" — Y bir
fonksiyon olsun. Sdyle bir fonksiyon tanimlayacagiz:
f* : Fonk (X, Y)" — Fonk (X, Y).
g1, -, gn € Fonk (X, Y) i¢in f *(gy, ..., g»), Fonk (X, Y)'nin bir eleman1 olarak tanimlanmali. Yani
X'den Y'ye bir fonksiyon olmali. Bu fonksiyonu tanimlayabilmek i¢in herhangi bir x'te aldig:
degeri soyleyebilmeliyiz. Bunu soyle yapacagiz:
FH81, o 8n)X) = f(g1(%), ..., gn(X)),
ki bu gercekten Y'nin bir elemanidir. Simdi soru: eger g, ..., gu, 11, ..., h, € Fonk(X, Y) icin g; =
hi, ..., gn = h, iliskileri saglaniyorsa f *(g1, ..., g») =f *(hy, ..., hy) ilikisi de saglanir.
16. Yukaridaki soruyu aklinizda bulundurarak, f: Y" — Y fonksiyonunun
[f] : Fonk(X, Y)" — Fonk(X, Y)
Fonksiyonuna yol a¢tigini agiklayiniz.



