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Ali Nesin

1. B bir kiime olsun ve A C B olsun. A'min < ile iyi siranlanmii oldugunu varsayalim. A'nin
lizerindeki < iyisiralamasint B'ye, A'min B'nin bir baslagi¢ dilimi olacak bicimde
genisletilebilecegini gosterin. (10 puan)

Kamt: Z asagidaki kosullar1 saglayan iyisirali (X, <) kiimelerinin kiimesi olsun:

a)AcCcXCB,

b) (X, <), A'min {izerindeki < siralamasinin bir altsiralamasidir,

¢) A, X'in bir baglangi¢ dilimidir

Z'yi su sekilde siralayalim: (X, <x) < (Y, <y) eger

a)Xcy,

b) (X, <x), (Y <y)'in bir altsiralamasidir,

¢) X, Y'nin bir baslangi¢ dilimidir
kosullar1 saglaniyorsa. O zaman Z bos olmayan ve tiimevarimsal bir kiimedir: Eger (X, <;)ic;, Znin
bir zinciriyse U< X; kiimesi de dogal bir bicimde X; 'lerin hepsini altsiralama olarak bulunduracak

sekilde iyisiralanabilir, ve hatta her i € [ icin X; < U, X; kosulu da gegerli olur.

Zorn Onsavi’ndan Z'nin bir maksimal eleman1 oldugu ¢gikar, bu eleman (C,<) diyelim. Eger C
B ise herhangi bir b € B\ C i¢in C'nin siralamasin1 C U {b} kiimesine b'yi biitiin elemanlardan
biiyiik tutarak genisletebiliriz. O zaman (C, <) < (C U {b}, <) kosulu saglanir, fakat bu (C, <)
siralamasinin maksimalligi ile celisir.

Bir kardinal say1 k¥ kendisinden kii¢iik bir ordinalle arasinda birebir bir esleme bulunmayan bir
ordinaldir.

2. Her dogal sayinin bir kardinal oldugunu gosterin. (5 puan)

Kamt: Herhangi bir n € ® icin n'nin kendisinden kii¢iik herhangi bir m ile arasinda birebir
eslenemeyecegini gosterecegiz. Bu her dogal sayinin bir kardinal oldugunu gosterecek. Acikca 0
kardinaldir. Simdi n'nin kardinal oldugunu kabul ederek S(n)'nin kardinal oldugunu gosterecegiz.
S(n) =n U {n} kiimesinin elemanlarindan birisi ile birebir eslenebilecegini varsayalim ve bu
elemena m, eslemeye de f diyelim. f(n) = i olsun. Bu durumda f"yi n'den m \ {i}'ye giden birebir bir
fonksiyona kisitlayabiliriz; f'den kisitlayarak elde ettigimiz bu fonksiyona g diyelim.i € m
oldugunda ve, m # 0 oldugundan 6yle bir k vardir ki m = S(k) esitligi dogrudur. & : m\ {i} =k
fonksiyonunu j < i iken A(j) = j olarak, j > i iken h(j) =j — 1 olarak tanimlayalim. O zaman h
m \ {i}'den k'ya giden birebir ve orten bir fonksiyondur. Yani & ° g : n — k birebirdir. Ama k < S(k) =
m < n esitsizliginden dolay1 bu durum tiimevarim varsayimiyla celismektedir.

3. o'min bir kardinal oldugunu gosterin. (4 puan)

Kamt: o ve herhangi bir n € ®dogal sayis1 arasinda birebir bir fonksiyon olamayacagim
gosterecegiz. Timevarim kullanacagiz. Eger n = 0 ise her sey agik. f : ® — S(n)'ye birebir bir
fonksiyon olsun. f(0) =i € S(n) esitlgini varsayalim. O zaman f° § : ® — S(n) \ {i} de birebirdir.
Yukarudaki gibi, S(n) \ {i} ve n arasinda 6yle bir birebir ve Orten bir fonksiyon bulabiliriz. Bu
durumda g ° > § w'dan n'ye birebir bir fonksiyon verir ve bu da tiimevarim hipotezi iler cellisir.

4. Kardinal olmayan bir ordinal bulun. (2 puan)
Kamt: S(w) kardinal degildir. f : S(®w) — ® fonksiyonu her flow) = 0 ve fin) = S(n) olarak

tanimlansin. Bu fonksiyon birebir ve ortendir.

5. Bir X kiimesi icin birebir eslenebilecegi bir X kardinali oldugunu ve K'min biricik oldugunu



gosterin. X'ya X'in kardinalitesi denir ve |X| olarak gosterilir. (5 puan)
Kamt: 1. soruda A = & alirsak X'in iyi sirali oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla X ve bir ordinal
arasinda birebir ve Orten bir fonksiyon bulabiliriz, bu ordinale o diyelim.
U={B e S(a) : X ve B arasinda birebir ve 6rten fomksiyon vardir}
kiimesine bakalim. U S(a)'nin bos olmayan bir altkiimesidir, ¢iinkii & € U. Doalyisiyla U'nun bir en
kiigiik eleman1 vardir, diyelim . Yani X ve B arasinda birebir ve orten bir fonksiyon vardir ve X ile

B 'dan dah kiiciik herhangi bir ordinal arasinda birebir ve orten bir fonksiyon yoktur. Yani [3
kardinaldir.

6. Eger X sonsuzsa (yani |X| 2 ®) ve x € X ise |X \ {x}| = |X| esitligini kanitlayin. (8 puan)

Kamt: 1. sorudan dolay1 X'i en kii¢iik eleman1 x olacak sekilde iyi siralayabiliriz. Bu durumda X
= K bir kardinaldir ve x = 0. ¥ ve k¥ \ {0} arasinda birebir ve Orten bir fonksiyon oldugunu
gosterecegiz. K sonsuz oldugu icin, ® € K ve ® ile ® \ {0} arasinda bir eslesme bulmak yetrlidir. S
aradigimiz gibi bir eslelmedir.

7. Eger o kardinali ®'dan biiyiikesitse limit ordinaldir. (5 puan)

Kamt: Eger o sonsuz bir ordinal ise S(a)'nin kardinal olamayacagim gostermeliyiz. S(a) ve o
arasinda bir eslesme oldugunu gosterecegiz. Bu durumda S(ct) bir kardinal olamayacak. 7. soruda X
= S(ov) alarak istedigimiz sonucu elde edebiliriz.

8. Her K kardinali icin dyle bir biricik A kardinali vardir ki ¥ < A\ ve hi¢cbir o karidnali icin K <
o < A esitsizligi dogru degildir. Bu kardinali X olarak gésterecegiz.(6 puan)

Kamt: [(x)l = A diyelim. Eger A < Kk ise §(k)'den K'ya, f diye birebir bir fonksiyon bulabiliriz.

g : X = H(x) fonksiyonunu o € f(§(x)) icin g(o) = f 1(oc) ve o ¢ f(§(x)) icin g(a) = & olarak
tanimlayalim. O zaman g Ortendir. Ama bdyle bir fonksiyon olamayacagim biliyoruz.

9. o ve B iki kardinal olsun. Birbirinden ayrik éyle A ve B kiimeleri bulun ki |A| = o ve |B| =
B esitlikleri dogru olsun. (2 puan)
Kamit: A=a x {0} ve B=[ x {1} olsun.

10. o, B, A ve B onceki sorudaki gibiyken,

oa+p=|AUB|
off =|A X B
o = |AP|

islemlerini tamimlayalim. (Burada A%, B'den A'ya giden fonksiyonlarin kiimesidir). Bu tanimlarin
gecerli olabilmesi icin ihtiyactmiz olan kosul nedir? (2 puan) U¢ tamimda da A ve B'nin ayirk
olamalar: gerekli midir? (3 puan)

11.x < 2 esitsizligini kamtlayin. (4 puan)
12. Herhangi bir « kardinali icin x + 0, 0, °, 0%, 1k, k', 1* ifadelerini hesaplayin. (3 puan)
13.Herhangi a, B, y kardinalleri igin
a+ =0+«
(a+B)+y=a+B+v)
of =pa
(af)y=a(By)
of +7)=ap + oy
oPa = oY
(aB)Y =oP

ap = (of)



esitliklerini kanitlayin. (16 puan)

14. (0)ies bir kardinaller ailesi olsun. Farkli her i, j € I i¢in |A;] = o; and A; N A; = D sartlarim
saglayan bir (A;); kiimeler ailesi oldugunu gosterin (2 puan)

15. (o) and (A;); bir 6nceki sorudaki gibi olsun.

Yie1 0 = |Uies Al
ve
Mo, = |Hiel Ajl

olarak tanimlansin. iki tanimda da A, kiimelerinin ayrik olmas1 gerekli midir? (2 puan)

16. (0;);e; bir kardinaller ailesi olsun. Bir o, kardinali ve i gostergeci i¢in o; = o olduguni
varsayalim. X;c; o; = off| and I1,c; o = ol esitliklerini kanitlayin. (6 puan)

17. (a)ics Ve (Bi)ies iki kardinal ailesi olsun. Her i € ['igin o < B; esitsizligini varsayalim.

Yier 0 < Xy Bive Ilics o < Iy B

esitsizliklerini kanitlayin. (6 puan)

18. (0;)ics ve (Bi)ics iki kardinal ailesi olsun. Her i € I igin o; < PB; esitsizligi dogruysa s o <
I1,.; B; estisizligi de dogrudur (Konig Teoremi). (20 puan)



