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18.701 Cebir 1 Almagik Grup

Almasik (Alterne) Grup

Hig 6zalt grubu olmayan ve birden fazla eleman barindiran gruplara basit grup denir.
Cift permiitasyonlarin grubuna Almasik grup A, denir. Amacimiz su sonucu ispatla-
mak:

Teorem Almasik grup A,, n > 5 ic¢in basittir

Resmi tamamlamak igin As grubunun bariz grup oldugunu kaydedelim. Az grubu
ligiincii mertebeden devirli gruptur, yani bu grup da basittir. Ancak A4 basit degildir.
Birim elemandan ve (12)(34), (13)(24), (14)(23) devrinim (transpozisyon) ¢arpim-
larindan olugan N kiimesi A4’lin bir normal altgrubunu verir.

Lemma 1 n > 3 igin A, almagik grubu icli ¢evrimlerle tretilir.

Bu lemmanin kanit1 6dev olarak verilmisti. (]

Lemma 2 (i) Uclii cevrimler Sy, simetrik grubu icinde tek bir eslenik sinafi olusturur.
(i) n > 5 i¢in ucli cevrimler A, almasik grubu icinde tek bir eglenik sinifi olusturur.

(Uclii cevrimler A ve Ay gruplarinda ikiser farkl eslenik siifi olusturur.)
Kamit. (i) (123) gevrimini p ile gosterelim ve gelisigiizel farkh 1i,j,k i¢in ¢ = (ijk)
olsun. i, j, k isaretlerini su sekilde “yeniden adlandiran”

i—m,1,j—2 k— 3,

ve bunun diginda gelisigiizel olan bir a permiitasyonu verilsin. Tabloyla verecek olursak
o= (i 3 1; m Y ::) bi¢iminde olur (burada u +— v geligigiizel se¢imi simgelemektedir.) O
halde aga~! permiitasyonu su isi yapar:

“6nce a1 ile adlandirmay geri cek, q uygula, sonra o ile yeniden adlandir”

Ornegin 1 — i — j — 2 vs. gibi. Bu permiitasyonu hayal etmenin eniyi yolu su karma
gosterimdir: (burada permiitasyonlar: ters sirayla yaziyoruz. Boylece permiitasyonlar:
carparken soldan saga okuyabiliriz:)

(PFkzun) (k) (1d3:v7) =(128)
(3)
a ! q «
Boylece ¢ = (ijk) permiitasyonunun simetrik grup iginde (123) iiglii gevrimine eglenik
oldugunu gostermis olduk.

(ii) n > 5 varsayalim ve « yukaridaki gibi olsun. Eger « bir ¢ift permiitasyonsa, (3)
esitliginden g ve p’nin almagik grupta eglenik oldugu ¢ikar. Simdi « tek permiitasyon-
dur varsayip ve 7 ile (45) devrinimini gésterelim. O halde 8 = T« ¢ift olur ve

Bap~ =raga v = Tpr~ = (54)(123)(45) = p
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elde edilir. Yani ¢ almagik grup A, iginde de p’ye esleniktir. (]

Simdi Teoremin kanitina gegelim. Birim elemandan ibaret olmayan bir N C A, normal
altgrubu olsun. N = A,, oldugunu gostermek istiyoruz. N’nin bir ti¢lii cevrim igerdigini
gostermek yeterli olacaktir. Zira bu dogruysa Lemma 2’den N’nin tiim tigli ¢cevrimleri
igerdigi, Lemma 1’den de N = A,, esitligi cikar.

N’nin bir normal altgrup oldugunu ve birim eleman diginda bir z permiitasyonu
icerdigini biliyoruz. N’nin elemanlarinin tersini, eglenigini alip biribiriyle carpmamiza
izin var. Mesela, gelisigiizel bir g € A,, elemam icin, gzg~! ve 27! de N icindedir.
Dolayisiyla grg~'z~! komiitatorii de N'de icerilir. g gelisigiizel alimdigindan bu ko-
miitatorler bize N’den bircok eleman verir.

Ik adim olarak z yerine 2’in igimize gelen bir kuvvetini alahm. 2’in bir kuvveti asal
mertebeli olacaktir ve x yerine bu kuvveti alabiliriz. (Mesela z’in mertebesi 12 ise
2% nm mertebesi 2’dir.) Yani x asal mertebelidir varsayabiliriz. Bu mertebe £ olsun. O
zaman x permitasyonu ¢-li ¢cevrimler ve birli ¢cevrimlerden olusur.

U¢ durumu ayirip (¢ > 5, =3 ve ¢ =2) her durumda uygun bir komiitatorii hesapla-
yarak bir ti¢lii ¢cevrim bulmaya caligsacagiz. Uygun elemanlar denemeyle bulunabilir.
Cevrim gosterimini kullanip gzg~'z~! komiitatoriinii s6yle hesaplayacagiz:

1

“once ™1 uygula, sonra g~', sonra x, sonra g”

Durum 1: x’in mertbesi ¢ > 5.

Isaretlerin ait oldugu {1,2,...,n} kiimesinin elemanlarimin nasil adlandirildiginin bir
6nemi yoktur, dolayisiyla z permiitasyonunun (12345 . . . £) ¢evrimini icerdigini varsayip
x = (12345 ...¢)m yazabiliriz; burada m kalan £+ 1, ... n isaretlerinin bir permiitas-
yonunu gostermektedir. Simdi g = (432) alirsak gzg~'2~! su permiitasyon olur:

[m='(€...54321))(234)[(12345 ...£)m](432)] = (245).

Burada ve bundan sonra m~! ve m terimleri biribirini gotiiriir ciinkii ele aldigimiz

¢evrimle kesigsmezler. Elde ettigimiz komiitator bir {iclii cevrim oldugundan, bu durumu
halletmis olduk.

Durum 2: ’in mertebesi ¢ = 3. Eger x bir liclii cevrimse gosterecek birgey yok de-
mektir. Degilse, = en azindan iki iiglii ¢evrim icermelidir; x = (123)(456)m diyelim.
Burada m, geride kalan igaretlerin bir permiitasyonudur. Simdi g = (432) alirsak
g:zg_la:_l su permiitasyon olur:

[m~1(654)(321)](234)[(123)(456)m](432)] = (15243).

Yani komiitatoriin mertebesi bestir, bu da bizi Durum 1’e geri gotiiriir.

Durum 3a: z’in mertbesi £ = 2 ve x 1 birli gevrim icerir. Bir cift permiitasyon
oldugundan x en azindan 2 ikili ¢evrim igermelidir; x = (12)(34)(5)m diyelim. Simdi
g = (531) alirsak grg~'x~! su permiitasyon olur:

[m~(5)(43)(21)](135)[(12)(34)(5)m](531)] = (15243).
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Yani komiitatoriin mertebesi bestir, bu da bizi Durum 1’e geri gotiiriir.

Durum 3b: x’in mertebesi £ = 2 ve z birli gevrim icermez.

n > 5 oldugundan x ikiden fazla ikili gevrim icermelidir; x = (12)(34)(56)m diyelim.
Simdi g = (531) dersek grg~'x~! su permiitasyon olur:

[m~(65)(43)(21)](135)[(12)(34)(56)m] (531)] = (153)(246).

Yani komiitatoriin mertebesi tli¢tiir, bu da bizi Durum 2’ye geri gotiiriir.

n > 5 durumunda asal mertebeli ¢ift permiitasyonlar icin tiim ihtimallere bakmig ve
Teoremin kanitini bitirmis olduk. O
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