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18.701 Cebir 1 Mod p tamsayilarin ¢arpim grubu

Mod p tamsayilarin ¢carpim grubu

1 Abelyen bir grupta elemanlarin mertebesi

Bu ders notu boyunca p bir asal sayidir.

Lemma 1.1 Bir grubun sonlu a mertebeli bir x elemans, k bir tamsayr ve u = ¥

olsun.

(i) u elemaninan mertebesi a’yr boler

(ii) Eger k ve q ¢arpvmlar: a eden iki tamsayiysa u elemaninin mertebesi q eder.

(i1i) u = 1 olmasu igin a’nan k’y1 bélmesi gerekir ve yeter. O

Teorem 1.2 (i) Abelyen bir grubun siraswyla a,b mertebeli x,y elemanlar olsun. a
ve b’nin en kiguk ortak katr m olsun. O halde G grubunda m mertebeli bir z elemans
bulunur.

(i) G bir sonlu abelyen grup ve G ’nin elemanlarinin enbiyik derecesi m olsun. G ’nin
her elemaninin derecesi m’yi boler.

Bu teoremde G’nin abelyenliginden vazgegilemez. Simetrik grup S3 abelyen degildir,
2inci ve 3iincii mertebeden elemanlar: vardir ancak 6nci mertebeden elemani yoktur.

Kamnat. (i) kismu (i) kismindan tiimevarimla gikar. (i) kismini kanmitlamak igin su lem-
may1 kullaniriz:

Lemma 1.3 ki a,b tamsaysy verilsin, ekok(a,b) = m ve ebob(a,b) = d olsun. O
halde ekok(ay,b1) = m ve ebob(a,b) = 1 olacak sekilde a ve b’nin siraswyla a; ve by
bolenleri vardar.

Kanat. Eger d =1 ise a; = 1 ve by = b aliriz. O halde d > 1 varsayalim ve d sayisini
bolen bir p asal secelim. d = pd’, a = pa’ ve b = pb olsun. a, b ciftini o/, b veya a, b’
ciftlerinden biriyle degistirerek ilerleyebilecegimizi gosterelim.

Hem &' hem de b, d’ ile bolindiigiinden ebob(a’,b) = ¢ says1 da d' ile boliiniir.
Hem a hem de b, § ile boliindiigiinden ebob(a,b) = d sayis1 da ¢ ile boliintir. Ancak
d = pd’ ve p asal oldugundan, ¢ ya d’ ya da d sayisina esittir. Benzer sekilde ebob(a, b')
ya d’ ya da d sayisina esittir.

Simdi @’ ve V' aynmi anda d ile boliinemez. Boliinseydi a ve b aym anda pd ile
boliiniirdii, ama bu ebob(a,b) = d ile ¢eligir. d ile bolinmez olan o’ olsun. O halde
ebob(a’,b) = d' olur. a’b = d'm oldugundan, ekok(a’, b) = m elde edilir. a ve b ¢ifti ile
a’ ve b ¢iftinin yerini degigtirelim. Sonugta en biiyiik ortak bolen kiigiiliirken en kiigiik

ortak kat m kalir. Tiimevarimla kanit tamamlanir. U
Simdi Teorem 1.2(i) kisminmin kamtini bitirelim. a; ve b; lemmadaki gibi olsun,
mesela a = ray, b = sb; diyelim. z ve y sayilarini sirasiyla z1 = x" ve y; = y°

kuvvetleriyle degistirelim. Lemma 1.1’e gore x; ve y; sayilarinin mertebesi a; ve by
olur. Boylece a ve b ¢iftinin aralarinda asal olma durumuna indirgendik: ebob(a, b) = 1.
Bu durumda xy carpiminin m mertebeli oldugunu gosterecegiz.

z = xy saywsiun mertebesi k olsun. G degismeli oldugundan, zFy* = 2* = 1 elde
ederiz. u = ¥ = y~* olsun. O halde u elemanmim mertebesi hem a hem de b sayisimi
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boler. a ve b aralarinda asal oldugundan u elemaninin mertebesi 1 olur, yani u = 1
buluruz. Béylece 2¥ = 1 olur, yani «’in mertebesi a, k’y1 boler. Benzer sekilde b, k’y1
boler. Sonucta m, k’y1 boler. Ote yandan a ve b, m’yi boldiigiinden ™ =1 ve y™ =1
olur ve k'nin da m’yi boldigi c¢ikar. Yani iddia edildigi gibi m = k olur. O

2 Bir polinomun mod p’de kokleri

Bir f(x) tam polinomu (katsayilar1 tamsay1 olan polinom) verilsin verilsin ve a bir
tamsay1 olsun. Bolme algoritmasini f(z) polinomunu z — a ile bolmek igin uygu-
larsak f(x) = (x — a)q(x) + r elde ederiz. Bélme algoritmasi ¢(z) tam polinomu ile
sonuclandigini gosterebilirsiniz zira  —a monik (bagkatsayisi 1 olan) bir tam polinom-
dur. Ustelik, 2 = a koyarak r = f(a) esitligi goriiliir. Boylece

(2.1) f(z) = f(a) = (z — a)q(x)
elde ederiz.

Netice 2.2 f(z) bir tam polinom ve a bir tamsayr olsun. (2.1) esitligini saglayan
yegane q(x) tam polinomu vardar. O

Netice 2.3 f(x) bir tam polinom ve a,a’ iki tamsayr olsun. Eger a = a' (mod p) ise,

f(a) = f(a’) (mod p) olur.

Kanit. Formiil (2.1) i¢inde 2 = o’ koyarak goriiliir. O

Netice (2.3) bir f(z) tam polinomunun mod p’de koklerinden sézetmemize izin verir.
Eger f(a) =0 (mod p) ise a tamsayisinin mod p denklik simfi @, f(x)’in mod p’de bir
kékiidir denir. Bu durumda, eger a = o’ (mod p) ise f(a’) = 0 esitigi de gecerlidir.

Lemma 2.4 Bir f(x) tam polinomunun derecesi d olsun. f(x)’in (mod p) koki olan
denklik siniflarindan en ¢ok d adet vardar.

Polinomlarin gelisigiizel bir cisimdeki koklerinin adedi i¢in Lemma 2.4’e benzer bir
sonug gecerlidir ancak sunumu yeni terminoloji gerektirdiginden bunu erteliyoruz.

Kanat. d iizerinde tiimevarim uygulayalim. a, b iki tamsay1 olsun ve @, b denklik siniflar:
f(z)’'in (mod p) kokleri olsun. a # b(modp) varsayalim. (2.1)’de = = b koyarak f(b) —
fla) = (b —a)q(b) elde edelim. f(b) = 0 ve f(a) = 0, ama b — a # 0 oldugundan
q(b) # 0 cikar. Yani b denklik sinifi ¢(z) polinomunun mod p kékiidiir. Bu @’dan farkh
tiim mod p kokler i¢in dogrudur.

q(x)’in derecesi d — 1 oldugundan, tiimevarim hipotezine gére mod p’de engok d — 1
adet kokii vardir. Yani f(z)’in mod p’de @’dan farkli engok d — 1 adet kokii vardir, ve
a’y1 da sayarsak toplam encok d adet kokii vardir. O
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3 Carpimsal grubun yapisi

Teorem 3.1 Asal bir p tamsayist olsun. Sifir disindaki mod p denklik sinaflarinin F>
carpimsal grubu p — 1 mertebeli bir devirli gruptur.

Bu grubun bir tiretecine ilkel eleman denir.

icin
2 =T1,2'=3,22=2,2>=6, 2 =41, ve 275,
oldugundan z bir ilkel elemandir ve F* mertebesi 6 olan devirsel gruptur.

p = 11 icin sifir diginda on denklik sinifi vardir. z = 2 icin
2 =T1,2'=2,22=4,22=8,2*=5,2°=10,2°=9,2"=7,28=3, ve2? =6

oldugundan z bir ilkel elemandir ve F'* mertebesi 10 olan devirsel gruptur.

Teorem 3.1’in kaniti. F* grubunun elemanlarinin enbiiyiik mertebesi m olsun. Teorem
1.2 bize F'* i¢indeki her @ elemaninin mertebesinin m’yi boldiigiinii sdyler, yani @”* = 1
olur. Ustelik, m bir elemanin mertebesi oldugundan, F'* grubunun mertebesini de
boler.

Simdi yapilacak 6nemli bir gézlem var: Eger a gelisigiizel bir F* elemaniysa, a™ = 1
esitligi ytiztinden a, ™ — 1 polinomunun bir mod p kokidiir (!). Lemma 2.4 bize 2™ —1
polinomunun engok m adet mod p kokii oldugunu sdyler. Yani F'* grubunda engok
m eleman olabilir: p — 1 < m. Ancak m’nin p — 1’i boldiiglinii gérmiistiikk. Buradan
m = p—1 gikar. F'* grubu m mertebeli bir eleman igerdiginden, devirli bir gruptur.Od

Hangi elemanlarin ilkel eleman olduguna karar vermenin kolay bir yolunun bu kanitta
verilmedigini kaydedelim. Genel bir p asali i¢in, bu zor bir sorudur.
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