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18.701 Cebir 1 Tamsayilarin Kalandaghgi

Tamsayilarin Kalandashg:

Kalandasglik tizerinde ¢ok az duracagiz; bu kisa 6zetten amacimiz, konuyu kisaca gézden
gecirmektir.

Bir p asali sabitleyip, Z™ grubunun pZ altrgubunu H ile gosterelim.
e Eger a,b iki tamsayiysa ve a — b farki p ile bolliniirse a mod p’de b’yle kalandastor.

Eger a, b’yle kalandagsa a = b yazilir ve gerektiginde “mod p” ibaresi eklenir. Ka-
landaghik bir denklik bagintisidir. Kalan siiflar1 tamsayilar kiimesini paylar (ayrik
pargalara boler).

e Bir tamsayinin kalan sinifi @ = a + H egkiimesidir.

Her kalan smifi 0 < r < p geklinde tek bir r tamsayisi barindirir. Kalan siniflarinin
olugturdugu kiime i¢in kabul gérmiig iki gosterim vardir:

Z/pZ =F,=1{0,1,...,p—1}.

eEgera=d veb=Visea+b=d + b ab=d't/ ve —a = —d olur.

Buradan kalan simmiflarinda c¢ikarma toplama ve carpma iglemlerinin tamsayilardaki
toplama ve carpma iglemleri kullanilarak yapilabilecegi ¢ikar:

a+b=a+b, —a=—a, ab=ab.

Birlegsme, degisme, dagilma gibi 6zellikler kalan simiflari igin de gecerlidir.

Eger a = a’ ve b =V ise ab = a/b’ oldugunu gosterelim. Eger a — a’ ve b — V' farklan
p asaliyla boliintirse ab — b’ farkininda p asaliyla boliinecegini gostermeliyiz. Biraz
denemeyle bulunan ab — @'t = (a — a')b' + a(b — ') esitliginden bu ¢ikar.

Simdi kalan smmiflarini gergekten ilging kilan ve p sayisimin asalliginin elzem oldugu
vakay1 inceleyelim.

e 0 disindaki her @ kalan simifinin ¢arpmaya gore tersi vardir.

Dért iglem (4, —x, +) altinda kapali oldugundan, F,, bir cisimdir. Sifir digindaki kalan
smuflarmin kiimesi F)y = F,\{0}, carpma iglemi altinda p — 1 mertebeli bir grup
olusturur.

Sifir digindaki kalan siniflarinin tersinir olmasi sadelestirme kuralinin bir sonucudur:
e Eger a # 0 ise ab = ac = b = C.

Kanit. ac terimini sol tarafa gegirelim ve d = b — ¢ diyelim. Bu takdirde gostermemiz
gereken sey: Eger @ # 0 ve ad = 0 ise d = 0 olur. Bunu kalandaslik cinsinden okursak,
eger a,d tamsayilarsa, ad = 0 ve a # ise d = 0 olur. Bir bagka deyisle; eger p, ad’yi
boler ama a’y1 bélmezse o zaman p, d’yi boler. Bu enbiiyiik ortak bolenler hakkindaki
ders notunda ispatlanmigti. O

Simdi ¢arpmaya gore tersin var oldugunu gosterelim. @ sifirdan farkl bir kalan sinifi
olsun. Bu sinifin kuvvetlerinden olusan diziyi ele alalim:

@, a, a, ...
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Kalan smiflar1 sonlu sayidadir ve bu yiizden dizide yineleme bulunmahdir. Yani @’ = @/
olacak sgekilde ¢ < j pozitif tamsayilar1 bulunur. @' ile sadelegtirme yaparsak r = j — i
olmak iizere 1 = @ elde ederiz. O halde @"~! simifi @ siifinin tersi olur. ([

e Ornek: p = 13 dersek 2’nin kuvvetleri

§1

§7

=2, 2
— 11,
seklinde yazilir ve 2'nin tersi 2" = 7 elde edilir. Bunu tahminle daha kolay bulabilirdik,
kuvvetleri hesaplamamn sebebi daha ilging birgeye dikkat ¢ekmek: 2 elemaninin F3
grubundaki mertebesi 12 eder. Bu grup da 12 mertebeli oldugundan, grubun devirli
oldugunu ve 2 kalan simifi tarafindan iiretildigini goriiriiz.

e Bir baska ornek: p = 7 dersek 52”: 4,7° =8 =T elde ederiz. Mertebesi 3 oldugundan
2 eleman1 F7 grubunu tiretmez. Ote yandan,

31-3 3 =32 3-35 3=1 3=5 3°

=1
oldugundan, F> mertebesi 6 olan bir devirli gruptur ve 3 siufi tarafindan iretilir.

Aslinda her p asali igin ' devirli bir gruptur. Bunun kaniti, garpimsal grup hakkindaki
ders notunda bulunabilir.
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