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18.701 Cebir 1 D; nokta gruplu diizlem kristal gruplar:

D; nokta gruplu diizlem kristal gruplar:

Bu ders notunda diizlemin su 6zel sartlari saglayan kesikli G izometri gruplarim
siifliyoruz: (1) L = {v|t, € G} kafesi iki bagimsiz vektor igerir ve (2) G nokta
grubu D; dihedral grubudur.

Diizlemin P noktalarini 6teleme vektorlerinden ayirmamiz en iyisi, bu sebeple ikinci bir
uzay1, oteleme vektorlerinin V' uzayim tanimlayalim. L kafesi V' toplamsal grubunun
bir altgrubudur.

P ve V arasindaki tek fark, P’de hicbir ayricalikli nokta yokken sifir vektortintiin V’de
orijini belirlemesidir. P’deki koordinatlar: serbestce kaydirabiliriz.

Her m izometrisine 7(m) operatoriini iligtiren ve 7(ty,pp) = po ve w(typer) = por
seklinde tanimlanan 7 : M — Oy génderimini V' tizerinde bir operator gibi diiglinelim.
Boylece G nokta grubu V iizerinde bir operator grubu olur.

Gosterimi basitlegtirmek i¢in 7(m) = m yazalim ve tutarlilik i¢in py ve 7 ile V' {izerinde
etkiyen operatorleri gosterelim. Bu ayni zamanda M nin elemanlarini Oz’nin eleman-
larindan ayirmaya da yardimci olacak.

G = D; dihedral grubu iki elemandan olugur: birim eleman ve bir de yansima: G =
{1,7}. Vektor uzayr V'nin koordinatlarini, 7 yansimasi yatay eksene gore yansima
olacak gekilde secelim. Bu secim P iizerinde de bir koordinat sistemini, 6telemeleri
disinda belirler.

Grubumuz G’nin nokta grubu 7 yansimasim icerdiginden, G’de g = T olacak sekilde
bir eleman bulunur ve diizlemde bir orijin sectigimizde bu eleman g = ¢, r biciminde
yazilir.

Lemma 1. G’deki dtelemelerin grubu, yani v € L sartini sadlayan t, dételemelerinin
grubu H olsun. O halde G iki eskiimenin birlesimi olarak H U Hg seklinde yazilabilir.

Kamit. G bir grup ve g ve t, (v € L) onun elemanlar1 oldugundan H U Hg C G elde
ederiz. G C HU Hg C G igerimini gostermek icin geligiglizel bir h € G segelim. Eger
h bir 6telemeyse tanim itibariyla H igindedir. Eger h bir 6teleme degilse, h’nin G’deki
h goriintiisii 7 yansimasidir. Bu durumda bir w icin A = t,,r olur. Simdi v = w — u
diyelim. O zaman hg~! = t,rr~'t_, = t, elemam G grubundadir, yani v € L ve
h = t,g eleman H g eskiimesindedir. U

Her g = t,,r eleman i¢in, G = HUH g birlegiminin bir grup oldugunu kaydedelim: H bir
grup oldugundan, HH C H ve HHg C Hg olur. Eger h = t,, eleman1 H grubundaysa,
gh = tyrty, = tryyer olur. Simdi 7u 4+ v eleman1 L kafesinde igerildiginden gh elemani
Hyg eskiimesindedir. Yani gh C Hg bulduk. Buradan da HgH C Hg ve HgHg C H
cikar.

1. Kafesin bi¢imi

Bilmemiz gereken en 6nemli sey G nokta grubunun L iizerinde etkidigidir: Yani v € L
ise 7v € L olur.
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ai

Onerme 2. Oyle yatay ve dikey a = <0) ve b = (52) vektorleri vardir ki, ejer ¢ =
%(a—i—b) = %(Zé) 1se, ya L = L1 = Za~+7Zb dikdortgen kafesidir, ya da L = Ly = Za+Zc
“ikizkenar tlicgen” kafesidir.

b = 2c¢ — a esitligi nedeniyle Ly C Lo olur. Ly kafesi L; kafesine diktortgenlerinin
merkezi eklenerek elde edilir. L kafesinin betimlemesinde iki “6l¢ek” parametresi vardir.
Kristalografi bu parametreleri ihmal eder, ancak dikdortgen ve ikizkenar kafesleri
biribirinden ayirdeder.

Kanit. Eger (Z;) vektorii L'deyse, Tv = (_Z;) vektorii de L’dedir. O halde v +7v =

<281) ve v —Tv = (222> vektorleri sirasiyla L’nin yatay ve dikey vektorleridir. Simdi

a = aol € L olacak sekilde en kiigiik pozitif a; gercel sayisini segelim. L yatay

vektorler icerdiginden ve kesikli bir grup oldugundan bu mumkiindiir. Béylece L’deki

tliim yatay vektorler a vektoriiniin tam kati olur. Benzer sekilde bs sayisini da segelim.

Boylece L’deki dikey vektorler b = (b02 ) vektoriiniin tam kati olur. Elde ettigimiz

aZ +bZ = {am +bn|m,n € Z} diktortgen kafesi L, ile gosterirsek L1 C L olur. Eger
L # Ly ise L = Lo oldugunu géstermemiz gerekiyor. Bunun igin L # L, varsayalim ve
v1

L’de olup L;’de olmayan bir v = (1;2 vektori segelim.

Bu vektore L’nin bir elemanini ekleyerek 0 < v; < aj ve 0 < vg < by olacak sekilde

281) € L olur. Bu bir yatay

vektor olduguna gore, 2v1 sayisi a; sayisinin tam katldll" ve 0 < vy < a; esitsizligi ne-
deniyle sadece iki ihtimal vardir: v; =0 ya da v; = 2(11 Benzer sekilde, v = 0 ya da
Vg = 2&2 olur. Boylece v su dort vektorden biri olmalidar: 0, 4 50, b c. Sifir vektorii ola-
maz ¢iinkii v ¢ Ly ve L kafesi 0 vektoriinii igerir. Bu v Vektoru %a vektori de olamaz
zira a enkiiciik uzunluktaki yatay vektordiir. %b de olamaz zira a enkiigiik uzunluktaki
dikey vektordiir. Yani v = ¢ buluruz. ([

v vektorinii ayarlayabiliriz. Yukarida gordiiglimiiz gibi (

II. G grubundaki kaymalar

G grubunda g = 7 seklindeki elemanlar ¢ = t,r bicimindedir. Yani G bu tilirden
elemanlar igerir, boyle bir eleman secelim. Kaydetmemiz gereken birkac nokta var:

e g = t,r izometrisi ya bir yansimadir ya da yatay bir hat boyunca bir kaymadir.
o u= (Z;) vektorii L kafesinde olmayabilir.

e Yegane u yoktur: Eger v € L ise t,g = tv 4+ ur yine G’nin bir elemanidir ve nokta
grubunun ayni 7 elemanini temsil eder.

g’'nin [ kayma hatt1 yatay oldugundan, koordinatlar: 6teleyerek I’yi yatay eksen kilabiliriz.
g izometrisi hala t,r biciminde kalir, ama bu sefer u yatay, yani us = 0 olur. Yani
Tu = u ve g = tyrtyr = tg, elemam G grubundadir. Boylece 2u vektoriiniin L
kafesinde oldugunu gostermis olduk. Bu bir yatay vektor oldugundan, 2u vektori a
vektoriiniin tam katidir. Soldan ¢, otelemesinin bir kuvvetiyle carparak g elemanini
u =0 veya u = %a olacak sekilde ayarlayabiliriz. Oniimiizdeki iki ikilem

1
L =1L veya Ly veu=0veya 3%
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bize dort ihtimal birakiyor.

Isimizi bitirmek icin bu cesit grup var midir yok mudur, varsa farkhlar midir sorularina
cevap vermemiz gerekiyor. Varlik kismi1 H U Hg bilesiminin bir grup olmasindan g¢ikar
ve farkl iki cesir kafesimiz vardir. Ama eger u = %a ise ayn1 zamanda bir yansima hatt1
olan farkl bir kayma hatti bulunur mu? Eger L = Lo ve u = %a ise bu gerceklesmez.
Bu durumda ¢ = %(a + b) vektori L'dedir, yani t_.g = t%br eleman1 G’dedir. Bu
hareket saf yansimadir zira %b bir dikey vektordiir. Koordinatlar 6telenerek bunlar

yine elenir. Eger L = L; ise bu artik vuku bulmaz, boylece {i¢ gesit grubumuz kalir.

Teorem 3. Kesikli bir G dizlem izometrileri grubunun nokta grubu D1 = {1,7} olsun.
Bu grubun dteleme grubu H = {t, € G} olsun.
(i) L = {v|t, € G} kafesi Onerme 1’de verilen Ly veya Lo kafeslerinden biridir,
(ii) Eger g € G ételeme degilse, g'nin G deki gorintiisii 7 ve G = H U Hg olur.
(iii) Uygun koordinatlarda G sdyle bir g elemany igerir:
a) Eger L = Ly ise g =r veya g = t%ar olur.
a) Eger L = Ly ise g = r olur.
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