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18.701 Cebir 1 Matris Ustel Fonksiyonu

Matris Ustel Fonksiyonu
1 Teoremler.

Gergel veya karmagik ve n x n boyutlu bir A matrisinin iistel fonksiyon altinda aldig
deger, e” fonksiyonunun Taylor serisinde A yerlegtirerek elde edilir:
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(1.1) e —I+—1!A+2!A +
Esas ilgimizi ¢eken fonksiyon ¢ argumanini matris degerlere gotiiren su fonksiyondur:
1.2 w_pp gt U

Teorem 1.3 Yukarida verilen (1.1) serisi, sinirly karmagik matris kiimeleri tzerinde
mutlak ve dizgin yakinsar.

Teorem 1.4 e fonksiyonu t 'nin tirevlenir bir fonksiyonudur ve tirevi AeA matris
carpimadar.

Teorem 1.5 Her ikisi n X n boyutlu ve karmagik A ve B matrisleri degismelilerse,

yani AB = BA sajlanwyorsa, eAtB = eAeB olur.

Bu teoremden A ve B matrislerinin degigmeli olmasi sart1 kaldirilamasz.

A A

Sonug 1.6 Her n x n boyutlu A matrisi icin, e dsteli tersinirdir, ve tersi de e~

matrisidir.
Gercekten, A ve —A degismeli oldugundan ee=4 = e4=4 = €0 = T elde edilir.

2 Yakinsak seriler hakkinda.

Seri limitleri hakkinda gereken ana bilgileri, Mattuck ve Rudin’in kitaplarina génderme
yaparak agagida siraliyoruz. Bu yazarlar sadece gergel degerli fonksiyonlar: ele almak-
tadir ancak ispatlar1 karmasgik degerli fonksiyonlara da genellenir ¢iinkii bir karmasik
fonksiyonun limiti ve tiirevi, gergel ve sanal kisimlar: ayr1 ayr ele alarak tanimlanabilir.

Teorem 2.1 (Mattuck, Teorem 22.2B, Rudin, Teorem 7.9) Pozitif reel sayilardan
olusan bir my, dizisi verilsin ve Y my, serisi yakinsasin. Eger ug(t) fonksiyonlari a <
t < b gergel araliginda tanvmliysa ve bu araliktaki her t i¢in |ug(t)| < my saglaniyorsa,
> up(t) serisi bu aralikta dizgin yakinsar.

Teorem 2.2 (Mattuck, Teorem 11.5B, Rudin, Teorem 7.17) Bir a <t < b aralginda
stirekli tirevlenir uk(t) fonksiyon dizisi olsun. Bu aralikta > ug(t) serisinin bir f(t)
fonksiyonuna yakinsadigine ve Y up (t) serisinin bir g(t) fonksiyonuna dizgin yakin-
sadigine varsayalim. O zaman f tirevlenir, ve tirevi de g dir.

Bu teoremler matris degerli fonksiyonlar igin de gegerlidir. Her matris girdisinin gergel
ve sanal kisimlar: lizerinde ayr1 ayri calisarak bu gosterilebilir.
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18.701 Cebir 1 Matris Ustel Fonksiyonu

Simdi sunacagimiz temel lemmanin kanitini basit oldugu igin gegiyoruz. (Gergel say1
serileri igin lemma Mattuck, Teorem 7.2C ve Rudin, Teorem 3.47’de bulunabilir.)

(1)

Lemma 2.3 Matris degerli ve n x n boyutlu A, - - - ,A,(:) fonksiyonlar:y olsun, n x n

boyutlu Cyy,- -, C(,y matrisleri verilsin ve C(l)A,(gl)

+ 4 C(T)A,(Cr) dogrusal bilegimi
By, ile gosterilsin. Eger ZAlga) serisi « = 1,...,7 i¢in ve bir a < t < b araliginda
S(a) matrisine diizgiin yakinsarsa ) By serisi de C(l)S(l) + -+ C(T)S(T) matrisine

yakinsar.

Yeri gelmigken, matris degerli fonksiyonlar i¢in carpim kuralini kaydedelim:

d dM;
ﬁ(Mle):Z(Ml M) —2 y7 (Mg -+~ My)

3 Teoremlerin kanit1

Teorem 1.3%in kanitr. Bir A matrisinin ¢, j-girdisini (A);; ile gosterelim. Béylece AB
carpiminin girdisi (AB);; ile ve A¥ kuvvetinin girdisi (A¥);; ile gosterilir. Bu gésterimde
e matrisinin i, j-girdisi

1

1 1
7 (A + Q(AQ)z‘j +

51 (A0 +

(eM)ij = (I)ij +

toplamima esittir. Ustel fonksiyonu tammlayan serinin diizgiin yakinsak oldugunu goster-
mek icin A* kuvvetlerinin girdilerinin cok hizli bitytimedigini géstermemiz gerekiyor.

Bir n x n boyutlu A matrisinin normu, bu matrisin girdi mutlak degerlerinin en
biiytligii olarak veya
[(A)ij| < |A]

ozelligini saglayan enkiiciik say1 olarak tanimlanir.

Lemma 3.1 A, B iki karmasik n x n matris ise |AB| < n|A||B| saglanwr ve her
k>0 icin |A*| < n*= 1A olur.

Kamit. AB matrisinin 4, j-girdisini kestirelim:

n

> _(A)u(B)y;

v=1

(AB)ij| = < ZI Jivl [(B)yj| < n|Al]B]

Boylece |AB| < n|A||B]| esitsizligini gostermis olduk. Ikinci esitsizlik birinciden
tiimevarimla cikarilir. O
Simdi iistel seriyi kestirmeye girigelim: a bir pozitif gercel say1 olsun ve n|A| < a
saglansin. Lemmaya gore (bir n artirarak) |(Ag);;| < a* olur. Dolayisiyla
(3.2)

1

1 1 1
(Mgl = (il + 31 (A)ig + 5 |(A2>w|+ |(A3)u|+ (Sl qat gt gat 4
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Oran testinden sagdaki serinin yakinsadigi c¢ikar (ki limiti elbette e* eder.) Teorem
2.1’den serinin n|A| < a esitsizligini saglayan A matrisleri igin mutlak ve diizgiin
yakinsadigr gikar. O

Teorem 1.4 ve Teorem 1.57in kaniti. Degismeli ve n X n boyutlu A ve B matrisleri
olsun. e4*8 fonksiyonunun seri acilimini terim terim tiirevleyelim:

1 1 1
(3.3) =I+F(tA+B)+§(tA+B)2+g(tA+B)3+-~-.

Carpim kuralin1 kullanarak k dereceli terimin tiirevi icin gu ifadeyi buluruz:

k
% (;;( A+B)’f) = (; ;(tA+B)i1A(tA+B)“> :

A ve B matrisleri degismeli oldugundan, yani AB = BA saglandigindan ortadaki A’y1
sola cekebiliriz:

(3.4) % (kl!(tA + B)k> _ k:A%(tA + Byl = A(k_ll)!(tA + B)F,

Bu sonuncu ifade iistel seride k — 1 dereceli terimin A ile carpimina egittir. Yani terim

terim tiirevleyince AetA B nin seri acilimi elde edilir.

tA+B jistel serisinin her aralikta diizgiin yakimsadig:

tA+Brve her aralikta diizgiin yakinsadig:
tA+EB gldugu

Teorem 2.1’den A, B verildiginde e
gikar. Lemma 2.3’den tiirevlerin serisinin Ae
cikar. Simdi Teorem 2.2’yi kullanarak 45 fonksiyonunun tiirevinin Ae
goriliir, yani

A tA+B _ 4 tATB

dt
olur. Bu esitlik tiim A, B degigsmeli matris ¢iftleri i¢in gegerlidir. B = 0 alarak Teorem
1.4 kanitlanir.

Simdi, e *4e!4+B fonksiyonunu tiirevleyelim:

% (e HAATBY = (—Aet ) (HHB) 4 (e14) (AHAHD)

Ustel fonksiyonun tammmimdan A ve e~*4 matrislerinin degismeli oldugu hemen goriiliir.

Buradan yukaridaki tiirevin sifirlandigi cikar ve bu e *4et4+B fonksiyonunun bir C
sabitine egit oldugu anlamina gelir:

JHAFTB _ A

Bu her t icin dogrudur. Bu esitlikte t = 0 koyarsak C' = e buluruz. Simdi ¢t = 1

koyarsak eAtB = e4eP elde edilir ve Teomrem 1.5%in kanit1 boylece biter. O
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