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18.701 Cebir 1 [zometriler

Izometriler

R"™ uzayimin bir izometrisi, uzaklik-koruyan bir m : R” — R" gonderimidir, yani her
R"™ uzayindaki her v ve w vektori icin

[m(v) —m(w)| = [v - wl

saglanir. Gosterimi sadelestirmek igin m(v) vektoriinii v’ ile temsil edecegiz. Bu kabulle
m’nin uzaklik-koruma 6zelligi soyle yazilir:

v —w'| =|v—w| Yov,weR™

Izometri Grnekleri t,(x) = z + a ile tanimlanan t, Gtelemeleri ve ortogonal dogrusal
dontistimlerdir. Tki izometrinin bilegimi yine bir izometridir.

Teorem 1 R” uzayinin orijini sabitleyen izometrisi bir ortogonal dogrusal operatordiir.

Teorem 2 R" uzayimin her izometrisi bir ortogonal dogrusal operator ve dtelemenin
bilesimidir.

Teorem 3 R? dizerindeki determinant: 1 eden ortogonal dojrusal operatorler orijinden
gecen eksenler etrafinda dénmelerdir.

Teorem 1’in ¢ok temiz kanit1 birkag sene 6nce bir 18.701 6grencisi olan Sharon Hollan-
der tarafindan bulunmustur.

Lemma 1 R" uzayinda x ve y be vektorleri verilsin. Eger (x-x), (x-y), (y-y) skaler
carpimlary esitse x =y olur.

Kanit. (x-x) = (z-y) = (y-y) varsayalm. & = y esitligini gostermek igin = — y
vektoriiniin uzunlugunun sifir oldugunu géstermek yeterli olur. Bunu |z — y|? ifadesini
acarak gorebiliriz:

(r—y) (z-y)=(v-2) -2 -y)+(y-y) =0 O

Lemma 2 Orijini sabitleyen her izometri skaler carpima korur, bir baska deyisle her
v,w € R™ i¢in su egitlik saglanwr:

(V- w') = (v-w).

Kanat. |v' — w'| = |v — w| esitliginden her v, w igin

(%) (0" = ') - (v = ') = (v —w) - (v = w))

elde edilir. Varsayimimiza gore 0/ = 0 oldugundan w = 0 koyarak (v'-v") = (v-v) elde
edilir. Benzer gekilde (v’ - w') = (w - w) bulunur. Kanit1 tamamlamak igin (*) ifadesi
agilip (v - v) ve (w - w) garpimlar her iki taraftan da silinir. O

Teorem 1’tn kanitr. Dogrusal oldugunu gosterince m doéntigiiminiin ortogonal oldugu
Lemma 2’den gikacak.
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Once her u,v € R i¢in m(u +v) = m(u) + m(v) esitligini ispatlayalim. Bunun igin w
ile u+v toplamini gosterelim. Uslii gosterimimizi de kullanirsak kanitlamak istedigimiz
bagint1 w’ = u' + v’ haline gelir.

Lemma 1'i z = w’ ve y = u/ + ¢’ i¢in uygulayahm. w’ = u’ + v’ esitligini gostermek
icin (w' - w') = (W' - (v + ")) = (" + ') - (v +0)) esitliklerini, veya

(w-w) =@ u)+ @)= @)+ 2w D)+ ()

esitliklerini gostermek yeterlidir. Lemma 2 bu skaler ¢arpimlardan iisleri kaldirmamiza
izin verir. Dolayisiyla

(w-w)=(w-u)+(w-v)=(u-u)+2(u-v)+ (v-v)

esitliklerini gostermek yeterlidir. Ama w = u + v oldugundan bu esitlikler zaten
dogrudur.

m operatoriniin dogrusalligini gostermek icin her v € R™ vektorii ve her ¢ skaleri igin
m(cv) = em(v) esitligini de gostermek gerekir. Bunun kaniti da benzer: cv yerine w
yazarsak, w’ = cv’ egitligini gostermemiz gerekiyor. Bunun i¢in (v’ - w’) = (w' - ev') =
(cv' - cv') esitliklerini, veya

(w' - w') = c(w -v') =AW V)

esitliklerini gostermek yeterlidir. Lemma 2 bu skaler ¢arpimlardan iisleri kaldirmamiza
izin verir, elde edilen esitlikler w = cv oldugu i¢in dogrudur. O

Teorem 2’nin kanati. m bir izometri ve a = m(0) olsun. Bir ¢ ortogonal operatorii igin
m = tqp esitligini gostermek istiyoruz. Bu formiil t_,m = ¢ formiiliine denktir ve
bu sonuncusu ¢’yi belirler. Yani ¢{_,m’nin bir ortogonal dogrusal operator oldugunu
gostermeliyiz. Iki izometrinin bilesimi oldugundan, t_,m de bir izometridir ve orijini
sabitler. Theorem 1 ile kanit tamamlanir. O

Izleyen lemma ders kitabimin 4. Béliimiinde, Lemma 5.23 olarak gecmektedir.
Lemma 3 Determinant: 1 olan ortogonal dogrusal operatér 1 6zdegerine sahiptir.

Lemma 4 R3 dzerinde determinanty 1 olan bir ortogonal dogrusal operatir, eder iki
dogrusal bagimsiz vy, ve vektorlerini sabitliyorsa, birim operatordir.

Kanat. Operatorii p ile gosterelim. vy ve vo vektorlerinin her ikisine ortogonal olan bir
vg vektori alalim. Operator ortogonal oldugundan, pvs de v; = pv; ve wve vektorle-
rine ortogonaldir. Ustelik, pvs vektori vs ile aym uzunluktadir. Yani pvs £ vz olur.
Operatoriin matrisi, (vq, v, v3) tabaninda su hale gelir:

1 0 O
A=10 1 0
0 0 =1

Determinant 41 oldugundan, alttaki girdinin isareti + ve p de birim operator olur. [J
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Teorem 3%in kaniti. Bir p donmesinin tanimina ihtiyacimiz var. Su iig sart1 koguyoruz:

e p orijini sabitleyen bir izometridir,
e p sifir diginda bir v vektoriinii sabitler, ve
e p operatorii v'ye dik olan diizlemi 6 agisiyla dondiirtir.

p bir dénme olsun. Teorem 1’e gore p bir ortogonal dogrusal operatordiir ve deter-
minant1 £1 degerlerini alabilir. Determinant 6 donme agisiyla siirekli degigir ve a1
sifirlandiginda 1 degerini alir. Dolayisiyla her 6 icin +1 olmalidir.

Ote yandan p birim determinantl bir ortogonal dogrusal operator olsun. Lemma 3’ten
pv1 = v1 olacak sekilde bir v; vektoriiniin mevcut oldugu cikar.

v1 vektorline ortogonal bir vy # 0 vektori segelim. Operator ortogonal oldugundan,
pvg vektorii pv; = vy vektoriine diktir ve vg ile ayni uzunluktadir. Yani hem vo hem
de puvg vektorleri v vektoriine dik diizlemde yer alir ve ayni uzunluktadir. Bu nedenle
v1 ekseni etrafinda, vy vektoriinii pvy vektoriine tagiyan bir donme vardir. Ustelik,
birim determinanth ortogonal operatérlerin bilesimi oldugundan p~'p operatérii de
birim determinantli ortogonal bir operatordiir. Lemma 4’ten p~'p operatoriiniin birim
operator oldugu cgikar, ve nihayet p = p bulunur. O
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