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18.701 Cebir 1 Spektral Teorem

Spektral Teorem

1 Hermisyen uzaylar

Uzerinde pozitif belirli bir hermisyen form (,) verilmig olan bir karmagik vektor
uzayima hermisyen uzay denir.

C" iizerinde tanimh standart hermisyen form (X,Y) = X*Y ile birlikte bir hermisyen
uzaydir. Aksi belirtilmedikge C™ uzayimma hermisyen uzay dedigimizde bu standart
formu kastediyoruz demektir.

Onerme 1.1 V hermisyen wzayiman bir W altuzay olsun. (,) formu W dzerinde
bozulmaz (dejenere degildir) ve dolayiswyla V. =W & W+ olur.

Kanat. Bir formun W iizerinde bozulmamasi; her 0 # w € W igin (w,w’) # 0 olacak
sekilde bir w’ € W bulunmasi anlamima gelir. Form pozitif belirli oldugundan her
0 # w igin (w,w) > 0 saglanir ve v’ = w alabiliriz. O

Lemma 1.2 Bir V hermisyen uzayimn v,v’ vektorleri verilsin. Eger her x € V i¢in
(v,2) = (', x) saglanwyorsa v =" olur.

Kanit. Eger (v, z) = (v, x) ise v —v' vektorii ’e ortogonaldir. Bu her x igin gegerliyse,
form V tizerinde bozuk olmadigindan v — v’ = 0 olur. U

Bir hermisyen uzayda ekseriyetle (v;,v;) = 0;; sartin saglayan B = (vq,...vy,) orto-
normal tabanlaryla calisihir. Eger B ortonormalse ve v, w vektorlerinin B tabanina
gore koordinat vektorleri X, Y ise,

(1.3) (v,w) = X*Y

olur. Dolayisiyla V', hermisyen formuyla birlikte C™ hermisyen uzayina izomorftur.
Ancak elden geldigince koordinatlar: sabitlemeden ¢aligmak arzu edilir.

Bir n x n karmagik P matrisine, P*P = [ sartim1 sagliyorsa tniter matris denir. Bir
matrisin iiniter olmasi i¢in siitunlarinin C™ hermisyen uzay: i¢in bir ortonormal taban
olusturmasi gerekir ve yeter.

Lemma 1.4 Bir B ortonormal tabani verilsin ve P matrisi B = B'P taban degi-
siminin matrisi olsun. O zaman B’ tabaninan da ortonormal olmasy i¢in P nin tiiniter
olmasi gerekir ve yeter. ([

2 Normal matrisler.
Bir A matrisinin hermit-eglenigi (adjoint) A* = A" matrisidir.! Hermit-eglenik alma
islemi (AB)* = B*A* ve A** = A 6zelliklerini saglar.

Eslenigiyle degismeli olan bir A matrisine normal matris denir: A*A = AA*. Bu matris
sinifi pek kayda deger olmasa da iki 6nemli matris sinifin1 i¢cinde barindirir: hermisyen
matrisler (A = A*) ve liniter matrisler (AA* = 1I).

! Dikkat! Tiirkge’de her tersinir X igin XAX ™! matrisine de A'min bir esleniji (conjugate) denir.
Yine burada A ile A'nin karmasik-eslenigi (complex conjugate) gosterilmistir. —¢.n.
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Lemma 2.1 A ve P iki n X n matris ve P dniter olsun
(i) PAP~Y = PAP* eslenik matrisinin hermit-eslenigi PA* P* matrisidir.
(i) A normal, hermisyen veya tniterse, PAP* de ayni ézellige sahiptir. O

3 Normal, hermisyen ve iiniter operatorler

V' hermisyen uzay: iizerinde bir T' : V' — V dogrusal operatorii olsun, A matrisi
T’nin B tabanindaki matrisi olsun. Aym1 B tabanindaki matrisi A* hermit-eglenigi
olan T* : V — V operatoriine T’nin hermit-eslenik operatéri denir. Lemma 2.1-ii
uyarinca bu tanim ortonormal tabandan bagimsizdir. Dahasi, matrislerde oldugu gibi
(TU)* =T*U* ve T =T Ozellikleri saglanir.

Onerme 3.1 Bir V hermisyen uzayr tzerinde bir T' dogrusal operatori verilsin. Her
v,w €V igin
(v, Twy = (T*v,w) wve (Tv,w)= (v, T w)

egitlikleri saglanar.
Kanit. v = BX ve w = BY i¢in (T"v,w) = (A*X)*'Y = X*AY = (v, Tw) saglanir.

Ikinci formiil T’ ve T* operatorlerinin rolleri degistirilerek ispatlanir (T** =T oldugu
icin buna izin var). O

Bir hermisyen uzay: iizerindeki bir T operatoriiniin bir ortonormal tabandaki matrisi
normal, hermisyen veya tuniterse T operatoriine de mormal, hermisyen veya tniter
denir. Bu sirasiyla 7*T = TT*, T* = T veya T*1T = I sartinin saglandigl anlamina
gelir. Izleyen dnermede bu sartlar yorumlayacagiz.

Onerme 3.2 Bir V hermisyen uzayr uzerinde bir T' dogrusal operatori verilsin.
(i) T' operatorinin normal olmast i¢in su sart gerekir ve yeter:

Her v,w €V igin (Tv, Tw) = (T*v, T*w)
(i) T operatorinin hermisyen olmasi icin su sart gerekir ve yeter:
Her v,w €V igin (v,Tw) = (Tv,w)
(i1i) T operatorinin tiniter olmast i¢in su sart gerekir ve yeter:

Her v,w € V igin (Tv, Tw) = (v, w).

Kanit. Onerme 3.1’den cikar. Mesela, (Tw, Tw) = (T*v, T*w) esitligine bakalim.

Onerme 3.1 uyarinca sol taraf (T*Tv,w) degerine esitken sag taraf (T'T*v,w) eder.
Yani T normalse esitlik dogrudur. Bunun tersi 7*Tv ve TT™v matrislerine Lemma 1.2
uygulanarak elde edilir. O
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4 Spektral Teorem

Bir V uzay1 iizerinde bir T' dogrusal operatorii olsun. Eger TW C W saglaniyorsa
V'nin W altuzayma T altinda sabittir denir. Eger W altuzay: T altinda sabitse, T"yi
W’ye kisitlayarak bir dogrusal operator elde ederiz. Eger T normal, hermisyen veya
{initerse kisith operatoriin de aym ozellige sahip olacag Onerme 3.2’den cikar.

Onerme 4.1 Bir V hermisyen uzayr tzerinde bir T' dogrusal operatori olsun ve V
uzayinan bir W altuzay verilsin. Eqer W altuzay: T altinda sabitse W altuzay: da T
altinda sabittir. Eqer W altuzay T* altinda sabitse W altuzay, da T altinda sabittir.

Kamt. W altuzaymi T altinda sabit varsayahm ve u € W+ diyelim. T*u € W+
oldugunu, yani her w € W icin (w, T*u) = 0 ettigini gostermeliyiz. Onerme 3.1’den
(w, T*u) = (Tw,u) ¢ikar. Simdi W altuzay1 T altinda sabit oldugundan Tw € W olur.
Ote yandan u € W+ oldugundan (w,T*u) = (Tw,u) = 0 buluruz. Son iddia T' ve T*
operatorlerinin roliinii degistirerek ispatlanir.

Teorem 4.2 Bir V hermisyen uzay: tzerinde bir T dogrusal operatéri olsun ve v
vektori T' operatorinin A ézdegerli bir 6zvektori olsun. O halde v ayni zamanda T™
operatorunin de bir 6zvektoridur ve A ozdegerlidir.

Kamt. Durum 1: (A = 0 i¢in) Tv = 0 eder ve T"v = 0 ettigini gostermemiz gerekir.
Form pozitif belirli oldugundan (T*v,T*v) esitligini gostermek yeterlidir. Onerme
3.2’den (T"v, T*v) = (Tv,Tv) = (0,0) = 0 cikar.

Durum 2. (Geligigiizel X’lar i¢in.) T —\I dogrusal operatoriinii S ile gosterirsek Sv = 0
olur. Dahasi, S* = (T — A\I)* = T* — Xl eder. Snin normal bir operator oldugu goste-
rilebilir. Durum 1’den, S*v = T*v — Av = 0 bulunur ve v vektoriiniin 7% operatoriiniin
\ 6zdegerli bir 6zvektorii oldugu cikar. O

Netice 4.3 Bir hermisyen operatorin 6zdegerleri birer gercel sayidir.

Kamit. T hermisyen operatoriiniin bir A 6zdegeri ve bu 6zdegerli bir v 6zvektori veril-
sin: T'v = Av. T hermisyen oldugundan T = T™ olur, dolayisiyla Av =Tv =T"v = v
elde edilir. Yani A = A bulunur ve A sayisinin gercel oldugu gikar. (]

Spektral Teorem 4.4 T bir normal operatér olsun. V 'nin T ’'nin ozvektorlerinden
tbaret bir tabant varder.

Kanat. V'nin boyutu tizerinde tiimevarim uygulayalim. 7 nin bir v; 6zvektoriini segelim
ve birim uzunlukta olacak sekilde normalize edelim. Teorem 4.2’den v; ayni zamanda
T* operatoriniin de 6zvektoriidiir. (vy) vektorintin gerdigi bir-boyutlu W altuzay:
v dzvektor oldugundan hem T hem de T* altinda sabittir. Onerme 4.1’den W alt-
uzaymn da T altinda sabit oldugu cikar. 7’nin W altuzayma kisitlanmas: normaldir,
dolayisiyla tiimevarima gore 6zvektorlerden ibaret bir (ve,...,v,) tabam vardir. vy
vektoriinii bu tabana ekleyerek V' igin 0zvektorlerden ibaret bir taban buluruz. ([

Spektral Teorem 4.4 (matris bicimi) A bir normal matris olsun. PAP* matrisini
kosegenleyen bir P uniter matrisi varder. ([
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Teorem 4.4’iin matris bigimini iki 6zel gesit normal matrislere uygulayinca su sonuclar
elde edilir.

Netice 4.5 A bir hermisyen matris olsun. PAP* matrisini gercel kosegenleyen tiniter
bir P matrisi vardar. O

Netice 4.6 U, uniter grubunun her eslenik sinaify bir kosegen matris icerir. ([
5 Oklid uzaylar1 ve simetrik operatorler
Uzerinde pozitif belirli bir simetrik form verilmis sonlu-boyutlu gercel vektor uzay-

laria oklid uzayr denir.

(R)™ iizerindeki standart simetrik form (X.Y) = X'Y skaler (nokta) ¢arpimidir ve
(R)™ bu form altinda bir 6klid uzayidir. Aksi belirtilmedik¢e R™ uzayma 6klid uzay:
dedigimizde bu standart formu kastediyoruz demektir.

Bir 6klid uzayinda genellikle (v;,v;) = 0;; sartim saglayan B = (vy,...v,) ortonor-
mal tabanlaryla calisihir. Eger B ortonormalse ve v, w vektorlerinin B tabanina gore
koordinat vektorleri X,Y ise,

(5.1) (v,w) = XY

olur. Dolayisiyla V', simetrik formuyla birlikte R™ 6klid uzayina izomorftur.

Bir P matrisinin ortogonal olmasi, yani P!P = PP! (veya buna denk P! = P~!)
sartini saglamasi igin siitunlarinin R™ 6klid uzayi i¢in bir ortonormal taban olusturmasi
gerekir ve yeter.

Lemma 5.2 Bir B ortonormal tabans verilsin ve P matrisi B = B'P taban degisimi-
nin matrisi olsun. O zaman B’ tabaninan da ortonormal olmasi icin P nin ortogonal
olmasu gerekir ve yeter. O

Bir V oklid uzay1 iizerinde tanimlanmig 7" operatoriiniin herhangi bir ortonormal ta-
bandaki matrisi simetrikse 1"’ye bir simetrik operator denir. T’nin simetrik olmasi igin

her v,w € V igin (Tv, w) = (v, Tw)
sartinin saglanmasi gerekir ve yeter.

Spektral Teorem 5.3 T bir V' oklid uzay: uzerinde simetrik operator olsun.
(i) T 'nin ézdegerleri birer gercel sayidur.
(i) V ’nin T 'nin ozvektérlerinden ibaret bir tabant varder.

Kanat. Gergel simetrik matrisler hermisyen oldugundan (i) kismi Netice 4.3’den ¢ikar.
(ii) kisminin kanit1 Teorem 4.47tn ispat1 aynen izlenerek yapilir. ]

Spektral Teorem 5.4 (matris bigimi) A bir gercel simetrik matris olsun. PAP!
matrisini kosegenleyen bir P ortogonal matrisi vardar. O
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