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18.701 Cebir 1 Permiitasyon Matrisleri

Permiitasyon Matrisleri

Bir S,, simetrik grubunun her p elemanina ilisik n X n bir P permiitasyon matrisi
vardir. Bu matris bir vektoriin girdileri tizerinde p permiitasyonu gibi etkir.

Ornegin, S3 grubundaki p = (123) cevriminin matrisi soyledir:

(1) P=

O = O
o O
O O =

Bir vektore P uygulandiginda girdileri ¢evrimsel olarak kayar.

Bir devrinimin (transpozisyon) matrisi ikinci tiirden elemanter matristir, yani su 2 x 2
boyutlu matrisi

()

matrisini n X n boyutlu birim matrisinin icine yerlestirerek elde edilebilir. Bunu ¢ok
kolay gosterebiliriz. Ancak verilen geligiglizel bir permiitasyonun matrisini dikkatle
yazarak iki permiitasyonun pg ¢arpiminin matrisinin P matrisi oldugunu gérmek
onemlidir. Eger bir p permiitasyonunu devrinimlerin ¢arpimi olarak isade edip mukabil
elemanter matrislerin ¢arpimini alirsak P matrisini elde ederiz. Peki bu matris hangi
matristir?

Matris birimlerini kullanarak P matrisini acik sekilde yazabiliriz. n X n matris birimi
ej; matrisi 4, j girdisi 1 olup diger tiim girdileri sifir olan matristir. Benzer sekilde e;
simgesi ¢-inci konumda tek bir 1 bulunan vektorii gosterir. Ornegin, n = 3 igin,

0 0O 0
(3) ea3=10 0 1] vees= |0
0 00 1
Matris birimleri olan eq,...,e, vektorleri R"” uzaymin standart tabanimi verir; her
X = (z1,...,2,)" vektorii
(4) X =ewy+ -+ epTy

bilesimi seklinde yazilabilir. (skalerlerin vektorlerin saginda yer almasma izin veri-
yoruz.) Bir A = (a;;) matrisi benzer sekilde matris birimlerinin bilesimi seklinde
yazilabilir: A = Zij €ijaij-

Matris birimlerini ¢carpma kurallar1 soyle verilir:

(5) eijej1 = €1, ve j # k icin e;jep = 0,

(6) eije; = €;, ve j # k icin e;jer, = 0.
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Bir p € S,, permiitasyonuna mukabil n x n matris gdyle yazilir:
(7) P = Z Epii-
i

(Sade bir gésterim icin p(i) yerine pi yazdik.) Boylece (1) matrisi P = ea) + €32 + €13
seklinde yazilir.

(7) vektorit X vektorii tizerinde goyle etkir:

(8) PX = (Z epm) Z ejxj == Z 6pi,'i€jxj == Z €pii€il; = Z EpiLi-

i j i, i i

Bu hesab: (6) formiiliinii kullanarak yaptik. Cifte toplamdaki ey ;e; terimleri i # j
icin sifirlanir.

(8)’in sag tarafin1 bir siitun vektor gibi yazmak igin, sagdaki toplami dogru siralamali,
yani eg,..., e, siralamasina sokacak sekilde yeniden diizenlemeliyiz. pi = j yazarak
sunu elde ederiz:

9) Z epili = Z €jTp1;
( J

Ornegin, (1)’deki P = ea1 + e32 + €13 matrisini alalim ve X = ejx; + eawa + e3x3 olsun.
O halde

€3
(10) PX = eyx| + e3x9 + €113 = e1x3 + eax1 + e3xs = | 1
T2

P’nin bu taniminin matris ¢arpimiyla uyumlu oldugunu gosterelim. p, ¢ permiitasyon-
larinin matrisleri P, () olsun. O halde

(11) PX = (E :epm) E eqi | = § €piiqij = E €pgj.ai€ai.j
i j i j

olur. Bu heasb1 yaparken formiil (5)’i kullandik. Cifte toplamdaki ey, jeq;; terimleri
1 = qj degilse sifirlanir. Umdugumuz iizere PQ'nun gercekten pq permiitasyonunun
matrisi oldugunu kaydedelim.

Bir permiitasyonun isareti o permiitasyonun matrisinin determinant1 olarak tanim-
lanir. Bir devrinimin matrisinin determinanti1 —1 oldugundan ve her permiitasyon ma-
trisi bu matrislerin ¢carpimi seklinde yazildigindan, det P = +1 olur.

Boylelikle isaret(p)isaret(q) = isaret(pq) formiiliinii de det PQ=det Pdet( formiiliinden
cikarabiliriz.

Sayfa 2/2



