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18.701 Cebir 1 Permiitasyonlar

Permiitasyonlar
Bu ders notu ¢evrim gosterimi ve permiitasyonlarin bilegimi hakkindadair.

Once, iki kiime arasindaki f : U — V fonksiyonu i¢in kullanilan terminolojiyi hatirlatalim:
e f birebirdir: Her uj,uz € U igin u; # ug ise, f(u1) # f(uz2) olur.
e f ortendir: Her v € V igin, f(u) = v bi¢iminde bir u vardar.

e f birebir-6rtendir (eslemedir): f hem birebir hem &rtendir.

Birebir-6rten fonksiyonlarin énemli iki 6zelligini sunalim:

Onerme 1 Bir f : U — V fonksiyonunun birebir-ortendir olmast igin, fog:V —V
ve go f : U — U bilesimlerinin birim fonksiyon olmasini saglayacak bir g : U < V
fonksiyonunun bulunmasy gerekir ve yeter. ([

Onerme 2 Eleman sayrlary ayne ki sonlu kiime arasinda bir f : U — V' fonksiyonu
olsun. Eger f birebirse ayni zamanda ortendir; ortense aynt zamanda biredirdir. [

Bir U kiimesinden kendine giden birebir-6rten fonksiyona U’nun bir permiitasyonu
denir. Mesela

(3) 1 2 3 45 6 7 8
pn) : 3 6 2 5 4 8 71
tablosu U = {1,2,...,8} kiimesinin p permiitasyonunu gostermektedir, dikey yonde

p(1) = 3, p(2) = 6 vs. seklinde okunur.

Bir U kiimesinin permiitasyonlar: fonksiyonlarin bilegkesi altinda Perm(U) ile gosteri-
len bir grup olusturur.

{1,2,...,n} kiimesinin permiitasyon grubuna simetrik grup denir ve S, ile gosteri-
lir. Eleman sayis1 n olan kiimenin n! adet permiitasyonu vardir, yani S,, grubunun
mertebesi |5, | = n! eder.

Notun kalan kisminda simetrik grupla caligirken kullanilan ¢evrim gosterimini agikla-
yacagliz.
{1,2,...,8} kiimesinin bir p permiitasyonu olsun. Geligigiizel bir eleman secip p
altinda nereye gittigini izleyelim: Eger p yukaridaki permiitasyonsa p(2) = 6, p(6) = 8,
p(8) =1,p(1)=3,...:

2-6—+8—-1—=3...

U kiimesi sonlu oldugundan bu dizi hi¢ tekrarlanmadan devam edip gidemez. Ornegin
p(3)’lin dizide su ana dek gegen 2,6, 8,1, 3 elemanlarindan biri oldugunu varsayalim.
O zaman p(3) # 6 olur zira p(2) = 6 ve p birebirdir. Benzer sekilde p(3) # 8,1, 3 elde
edilir. Dolayisiyla p(3) = 2 olur:

2-6—>8—>1—>3—2
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Bu diziye bir besgli-cevrim denir ve (26 81 3) ile gosterilir.

Bu gevrim (2) ile verilen permiitasyonun bir kismimi tasvir eder ancak bu tasviri
tamamlamak icin kalan 4,5, 7 elemanlarinin da ¢evrimlerini bulmamiz gerekir. Bunlar
iki ¢evrim olugturur: (4 5) ikili gevrimi ve (4) birli cevrimi. Gosterimden birli gevrimleri
¢ikarmak adet olmustur, dolayisiyla

(4) P =(26813)(45)

yazariz.

Burada her eleman encok bir kez yer alir, ve eksik eleman olan 7, permiitasyon
tarafindan sabitlenmistir. (bu kabulun miiphem kalmamas: igin caligtigimiz kiimeyi
bagtan bilmeliyiz.)

Cevrim gosteriminin kii¢iik bir kusuru yegane olmamasidir, mesela 6ncelikle, cevrime
herhangi bir elemandan baglayabiliriz:

(5) (26813)=(68132)=(81326)="--,

ve ikinci olarak farkli elemanlar iceren ¢evrimlerin hangi sirayla yazildiklarinin énemi
yoktur:

(6) (26813)(45) = (45)(26813).

Simdi simetrik grubun grup kanununa, yani fonksiyonlarin bilegkesine dénelim. Eger
p, q iki permiitasyonsa, pq ile p o g bilegkesini gosterelim. Dolayisiyla kiime eleman-
larma ilk uygulanan fonksiyon ¢, ardindan uygulanan ¢’dur. Ders kitabinda Boélim
6’da bunun zitt1 kabul edilerek pq ifadesi “Once p’yi, sonra ¢’yu uygula” seklinde
okunmusgtur. Bu ders notunu hazirlamamin esas sebebi pq ifadesini p o ¢, yani “6nce
q’yu, sonra p’yi uygula” seklinde okumak istememdir.

Ornek olarak yukaridaki p = (2681 3)(45) permiitasyonunu alalim ve ¢’yu da soyle
secelim:

(7) q=(247)(1685)

Simdi pg permiitasyonunu hesaplamak i¢in, bir kiime elemaniyla, mesela 1 ile baglayalim.
p(q(1)) = p(6) = 8, p(q(8)) = p(5) = 4, vs.

(8) pg=poq=(18476)(253).

Ik bakista bu biraz acayip gelebilir, ¢iinkii cevrimi soldan saga dogru okuyup, sonra da
permiitasyonlarda sagdan sola dogru giderek ¢alismamiz gerekiyor. Ancak nihayetinde

zor degil. Ote yandan tek bir permiitasyonu olusturan permiitasyonlarin hangi sirayla
okundugu énemli degildir. (bkz. (6)).

Pratikte ¢’nun ¢evrim ayrigimini p’ninkinin soluna yazarak hesap yapilabilir:

(9) poq= once q(247)(1685) sonra p(26813)(45).
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Artik elemanlar: soldan saga izleyebilirsiniz: énce1 - 6 — 8,8 -5 -4, 4 -7 = 7,
VS.
Algtirmalar.

1. Ikili cevrimlere devrinim (transpozisyon) adi verilir. Devrinimlerin S,, simetrik
grubunu trettigini gosterin.

2. U(;lii gevrimlerin A,, almagik (alterne) grubunu tirettigini gosterin.
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