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18.701 Cebir 1 Dénmeler ve Izometriler

Donmeler ve Izometriler

Bu ders notu boyunca ele alacagimiz vektor uzaylarinin skalerler cismi gergel sayilardir
ve V = R" siitun vektorleri uzayimni gostermektedir.

1 Skaler carpim

Iki 2 = (21,...,2,)  ve y = (y1,...,yn)" siitun vektoriiniin skaler (nokta) carpimi
sO0yle tamimlanir:
(1.1) (z-y) =211+ + Tl

Skaler ¢arpimi matris carpimi geklinde de yazabiliriz:
(1.2) (z-y) =aly

Skaler ¢arpimin esas Ozellikleri sunlardir:

(1.3) |z|? = a'z, ve
(1.4) = L y (z ve y ortogonaldir) < x'y = 0.

Aslinda bunlar z vektoriintin |x| uzunlugunun ve iki vektoriin ortogonalliginin tanimidir,
bu kavramlarin anlamlh bagka bir tanimi yoktur.

Hem (1.3) hem de (1.4) formiiliini iceren daha genel bir formiil vardir: Eger 6 ile = ve
y arasinda gerilen aciy1 gosterirsek,

(1.5) rly = |z||y| cosh.

Bu formiil agi kavramimin anlagilmasini gerektirir ve bunu yapmak igin simdi za-
manimiz olmayacak.

Teorem 1.6 (Pisagor) Ejer x Ly ve z = x +y ise, |2|> = |z|> + |y|*.

Bunu z'z ifadesini acarak gosterebiliriz:

dr=(x+yxty) =z +aly+y'z+y'y =2l + oy

Benzer sekilde eger vy, ..., v, ortogonal vektorlerse ve w = vy + - - - 4 vy, ise,
(L.7) wf? = [or* + -+ oy |?
esitligi gecerlidir.

Lemma 1.8 Her vy,...,v, ortogonal vektor kumesi dogrusal bagimsizdar.
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18.701 Cebir 1 Dénmeler ve Izometriler

Kanit. Bir w = cjv1 + - -+ + ¢pv, dogrusal bilegimi olsun, ¢;’lerin tiimi sifirlanmasin.
¢; = 0 terimlerini atalim. Kalan c;v; katlari sifirlanmayan ortogonal vektorlerdir,
dolayisiyla v; vektorii yerine c;v; alabiliriz. Yine kalan vektorlerin bilesenlerini yeniden
adlandirirarak ¢ > 1 olmak iizere w = vy + - -+ + vy elde ederiz. Pisagor’dan |w|? =
|v1]2 + - - - |vg|? > 0, yani w # 0 olur. O

Ortogonal birim vektorlerden (birim uzunluktaki vektorlerden) olusan B = (v1, ..., v,)
tabana V'nin bir ortonormal taban adi verilir. Kronecker deltas: §;; kullanarak orto-
gonal olma sart1 s0yle yazilir:

(1.9) vivj = i

(Kronecker deltas: d;;, eger i = j ise 1, degilse 0 degerini alir. Ayn zamanda birim
matrisin 4, j girdisidir.)

2 Ortogonal matrisler ve ortogonal operatorler

Bir n x n gercel matris, eger

(2.1) AtA=1T

sartini sagliyorsa, ortogonaldir denir. Bir baska deyisle A tersinirdir ve tersi A® matri-
sidir.

Lemma 2.2 Bir n xn matrisin ortogonal olmast i¢in stitun vektorlerinin bir ortonor-

mal taban olusturmast gerekir ve yeter.

Kanit. A'min ¢ stiitunu v; olsun. O halde v} vektorii A" matrisinin ¢ satir1 olur. Yani
A'A matrisinin 4, j girdisi vlv; eder. O halde A'A = I olmas igin v!v; = §; ; gerekir
ve yeter. O

Ortogonal matrislerin su 6zellikleri kolayca gikarilabilir:

(2.3) Ortogonal matrisler GL,,'nin Ortogonal grup O,, ad1 verilen bir altgrubunu verir.
Yani ortogonal bir matrisin devrigi ve iki ortogonal matrisin ¢arpimi da ortogonaldir.

(2.4) Ortogonal bir matrisin determinanti 1 dir. Determinanti 1 olan ortogonal mat-
risler O,, icinde indeksi iki olan bir altgrup verir, bu gruba ézel ortogonal grup SO,
ad1 verilir.

Dogrusal bir 7' : V' — V operatorii skaler ¢arpimi koruyorsa, yani her x,y € V igin
(2.3) (Tz-Ty) = (z - y)
saglaniyorsa, 1’ye ortogonal operatér denir.

Lemma 2.4 Bir dogrusal operatorin ortogonal olmast i¢in matrisinin ortogonal ol-
mast gerekir ve yeter.

(R™ tizerindeki bir dogrusal operatoriin matrisinden bahsederken, aksi belirtilmedikge
tabanin (e, ..., e,) standart tabani oldugu varsayilir.)

Sayfa 2/7
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Altlemma 2.5 M bir nxn matris olsun. Eger her z,y stitun vektori icin o' My = z'y
saglaniyorsa M = I olur.

Kamit. e! Me; ifadesini heaplayalim. Bu M nin i, j girdisidir. Dahasi, ele; = elle; birim
matrisin i, j girdisidir. Yani her z, v icin 2! My = x'y saglaniyorsa M ve I matrislerinin
girdileri esittir. (]

Lemma 2.6 'nin kansti. Eger T operatoriiniin standart tabana gore matrisi A ise, Tx =

Az olur ve
(Tx - Ty) = (Az)'(Ay) = 2" A* Ay.

Operatoriin ortogonal olmasi i¢in esitligin sag tarafi her x,y icin 'y = (z - y) degerini
almalidir. Altlemma bunun eger ve ancak A ortogonalse gerceklestigini soyler. ([l

3 Ortogonal 2 x 2 matrisler

R? diizleminin # acilik bir dénmesinin, ¢ = cosf ve s = sin @ olmak iizere matrisi

(3.1) R= (g _CS>

olan bir dogrusal operator oldugunu derste gordiik.

Ozdegerleri +1, —1 olan iki vq, vg 6zvektorii bulunan 7 : R? — R? dogrusal operator-
lerine yansima denir. Boyle bir operator diizlemi vy vektoriiniin gerdigi bir-boyutlu
altuzay boyunca yansitir ve ortogonal bir operatordiir. Standart yansvma, matrisi

(3.2) R= (é _01>

ile verilen ej-ekseni boyunca yansimadir.

Teorem 3.2 (i) Determinant: 1 olan 2 x 2 ortogonal matrisler (3.1) ile verilen donme
matrisleridir.

(ii) Determinants —1 olan 2 X 2 ortogonal matrisler, bir 0 i¢in ¢ = cos @ ve s = sin6
olmak izere

(3.3) S = (Z _Sc>

matrisleridir.

Teorem 3.4 (3.3) matrisiyle ¢arpma, dizlemsi % egimli 1-boyutlu altuzay boyunca

yanstir.
Teorem 3.2°nin kaniti. Ortogonal bir matrisi

=)

bi¢iminde yazalim. A ortogonal oldugundan siitunlari birim vektorlerdir. Yani (¢, s)
noktasi birim ¢gember tizerinde yer alir ve bir 6 agisi i¢in ¢ = cosf ve s = sin olur.

t
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A’nin R ve S matrislerinden biri oldugunu gostermek istiyoruz. Bu ¢ok zor bir hesap
olmasa da, biraz basitlestirmek icin bir yontem var: P = R™'A carpimina bakalim.
Eger A = R ise P birim matris olmalidir.

P’nin ilk siitununu hesaplarsak, bir u, v i¢in

oot (1w
P-RA-(O ;

bulunur. Lemma 2.2’den ortogonal P matrisinin ikinci stitununun birinci stituna dik
bir birim vektor olmasi gerekir. Oyleyse

1 0
F= (o il)
bulunur. A = RP oldugundan, detA = 1ise A = R; detA = —1 ise A = S elde ederiz.
O

Teorem 3.4 iin kanats. S matrisinin karakteristik polinomu 2> —1 oldugundan ézdegerleri
+1 ve —1 eder. v1,vo bu Ozdegerli 6zvektorler olsun. O halde S ortogonal bir matris
oldugu icin,

(’Ul . 2}2) = (Svl . SUQ) = (1}1 . —UQ) = —(Ul . ’Ug),

yani (v1 - v2) = 0 elde ederiz. Bu da 6zvektorlerin ortogonalligini gosterir.

Yansima dogrusunu bulmak icin ¢ = cosa, s’ = sina ve v; = (¢, §')! diyelim. O halde
Svy vektoriintin girdileri ec’ + ss’ = cos(f — a) ve s¢ — ¢s’ = sin(f — a) eder. Yani
a= %9 ise v1 Ozdegeri 1 olan 6zvektordiir. O

4 R3 uzayinda dénmeler

Ug boyutta dénmeler daha karigiktir. Su 6zelliklere sahip bir p dogrusal operatoriine
R3 uzaymm bir dénmesi denir:

(4.1) p operatorii, donme ekseni denen 1-boyutlu Wj altuzay: iizerinde birim opera-
tordiir ve W7 altuzayina ortogonal Wy altuzay1 tizerinde bir dénmedir.

Ornegin, eger W altuzayi e; ile geriliyorsa W5 o zaman es, es ile gerilir ve p’nun matrisi
su bicimi alir:

1 0 0
(4.1) P=10 ¢ —-s]|,
0 s ¢

burada sag alttaki 2 x 2 matris minérii (3.1) donme matrisidir. Geligigiizel bir eksen
etrafinda dénmeyi tanimak bu kadar kolay olmaz.

Teorem 4.2 (Euler teoremi) R® uzaymdaki dénmeleri temsil eden matrisler birim
determinantly ortogonal matrislerdir.
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Birim determinanth ortogonal matrisler bir grup teskil ettiginden Euler’in teoreminin
geometrik ve cebirsel olarak bariz olmayan soyle bir kaydadeger sonucu vardir:

Netice 4.3 Iki geligiglizel eksen etrafindaki donmenin bilesimi bir baska eksen etrafinda
bir donmedir. ([l

Lemma 4.4 Ortogonal, birim determinantl ve 3 X 3 boyutlu bir A matrisi olsun. O
halde 1 sayrsy A’nan bir dzdegeridir.

Kamit. det(A — I) = 0 oldugunu gostermeliyiz. detA' = 1 esitligini kullanarak
det(A — I) = det(A"(A — I)) = det(I — A)' = det(I — A) = —det(A — 1)

buluruz (eger B bir n x n matrisse, det(—B) = (—1)"det(B) olur.) det(A — I) =
—det(A — I) bagmtisindan det(A — I) = 0 gikar. O

Euler teoreminin kanitr. Ortogonal, birim determinantli ve 3 x 3 boyutlu bir A matrisi
olsun, A ile carpmayla tanmimlanan dogrusal operator 1" olsun. Lemma 4.5 bize T’nin
birim 6zdegerli bir v1 6zvektori bulundugunu séyliiyor. Bu 6zvektori birim uzunlukta
secelim. v1’in gerdigi W7 altuzayr Amin dénme ekseni olacak. (vi) vektoriinii R®’iin
bir ortonormal B = (v1,v2,v3) tabamna genigletelim. (vg,v3) tarafindan gerilen Wy
uzay1l W’e ortogonal olan uzaydir.

T’nin bu yeni tabandaki matrisi Ay = P~'AP ile verilir; burada P = [B] siitunlar
v1,02,v3 olan matrisi gostermektedir. Lemma 2.2’ye gére P bir ortogonal matristir,
dolayisiyla A; = P~'AP de bir ortogonal matristir. Ustelik A;’in determinanti birdir.

vy birim 6zdegerli bir 6zvektor oldugundan, A;’in ilk siitunu (1,0,0)! olur. O halde
vy vektorii ayni zamanda P! = P! matrisinin de bir 6zvektoriidiir ve A;’in iist satir:
(1,0,0) vektoridiir ve A; su bigimi alir:

1 0
Ar=1|0 b
0 d

o O

Bu matrisin bigiminden 7" operatoriiniin Ws altuzayini kendine gonderdigi goriiliiyor. T'
operatoriiniin Wy altuzayma kisitlanmasim 7" ile gosterelim. T” operatoriiniin (ve, v3)
tabanina gore matrisi A; matrisinin sag alt 2 x 2 minoriidiir. Bu matrise R diyelim. A;
ortogonal ve birim determinanth oldugundan, R ortogonal ve birim determinanth bir
2 x 2-matris olmahdir, dolayisiyla (3.1)’deki dénme matrislerinden biri olmalidir. Bu
Aj matrisinin, dolayisiyla T' operatoriiniin, Ws iizerinde donmeyle etkidigini gosterir.
Boylece T operatériiniin W ekseni etrafinda bir dénme oldugu goriiliir. ]

5 Izometriler

R™ uzaymin bir izometrisi, uzaklik-koruyan bir ¢ : R® — R™ goénderimidir, yani her
R™ uzayindaki her v ve v vektorii icin

(5.1) |6(u) = ¢(v)| = |u— vl
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18.701 Cebir 1 Dénmeler ve Izometriler

saglanir. Gosterimi sadelegtirmek i¢in ¢(u) vektoriinii ' ile temsil edecegiz. Bu kabulle
¢’nin uzaklik-koruma 6zelligi soyle yazilir:

|u' — | = |u—v| Vu,veR"” veya

(5.2) (W =0 u —v)=(u—-v-u—v) Yo,weR"

Ortogonal operatorler birer izometridir. Bir a vektori ile oteleme
(5.3) to(x) =z+a
ile tammlanir ve bir izometridir. Iki izometrinin bilegimi yine bir izometridir.

Teorem 5.4 R" uzayinan orijini sabitleyen (¢(0) = 0) izometrisi bir ortogonal dogrusal
operatordur.

Teorem 5.5 R"™ uzayimin her izometrisi bir ortogonal dogrusal operator ve otelemenin
bilegimidir: eger ¢(0) = a ise p ortogonal bir operator olmak tizere ¢ = t,p bigiminde
yazilr.

Teorem 5.4’in gok temiz kanit1 birkag sene 6nce bir 18.701 6grencisiyken Sharon Hol-
lander tarafindan bulunmustur.

Lemma 5.6 R" uzayinda x ve y be vektorleri verilsin. Eger (z - x), (x -y), (y-y)
skaler carpimlar esitse x =y olur.

Kamt. (z-z) = (x-y) = (y-y) varsayahm. x = y esitligini gostermek igin = —
y vektoriiniin sifir uzunlukta oldugunu gostermek yeterlidir. Bunu |z — y|? ifadesini
acarak gorebiliriz:

(z—y)-z—y) =@ 2)—2-y)+y-y)=0. O

Lemma 5.7 Orijini sabitleyen her ¢ izometrisi skaler ¢arpyma korur, bir baska deyisle
her u,v € R™ i¢in su esitlik saglanar:

(") = (u-v).

Kamit. ¢ izometrisinin orijini sabitlemesi bizim gosterimimizde 0’ = 0 seklinde yazilir.
(5.2)’de v = 0 koyarak (v’ -v') = (u-v) elde edilir. Benzer sekilde (v -v') = (v - v)
bulunur. Kanit1 tamamlamak i¢in (5.2) ifadesi a¢ihp (u-u) ve (v-v) carpimlar: her iki
taraftan da silinir. O

Teorem 5.4 in kanitr. Dogrusal oldugunu gosterince m doniigiimiiniin ortogonal oldugu
Lemma 2’den ¢ikacak. Oyleyse her u, v siitun vektorii ve ¢ gercgel sayisi i¢in ¢(u+v) =
d(u) + ¢(v) ve ¢(cv) = cp(v) oldugunu gostereliyiz.

(?nce d(u+v) = ¢(u) + ¢(v) esitligini ispatlayalim. w ile u 4+ v toplamimi gosterelim.
Usli gosterimimizi de kullamirsak kamtlamak istedigimiz bagmti w’ = v’ + v haline
gelir.
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Lemma 5.6’y1 x = w’ ve y = v/ + v’ igin uygulayahm. w’ = v’ + v’ esitligini gostermek
i¢in (w'-w') = (W' - (v + ")) = ((' + ) - (' +0)) esitliklerini, veya

(w-w) =@ )+ W)= () + 20 V") + ()

esitliklerini gostermek yeterlidir. Lemma 5.7 bu skaler carpimlardan tisleri kaldirmamiza
izin verir. Dolayisiyla

(w-w)=(w-u)+ (w-v)=(u-u)+2(u-v)+ (v-v)

esitliklerini gostermek yeterlidir. w’ = u/+v’ esitligini kanitlamak istiyoruz, 6te yandan
w = u~+ v egitligi tanmim itibariyle dogrudur. Yani (5.8) esitligi w yerine u + v koyarak
cikar.

¢ operatoruniin dogrusalligini gostermek icin her v € R™ vektorii ve her ¢ skaleri icin
d(cv) = ch(v) esitligini de gostermek gerekir. Bunun kamit1 da benzer: cv yerine w
yazarsak, w’ = cv’ egitligini gostermemiz gerekiyor. Bunun i¢in (v’ - w’) = (w' - ev') =
(cv' - ev') egitliklerini, veya

(w' - w') = c(w V') =AW -0

esitliklerini gostermek yeterlidir. Lemma 5.7 bu skaler carpimlardan iisleri kaldirmamiza
izin verir, elde edilen esitlikler w = cv oldugu igin dogrudur. U

Teorem 5.5%n kanitr. ¢ bir izometri ve a = ¢(0) olsun. Bir p ortogonal operatorii igin
¢ = t,p esitligini gostermek istiyoruz. Bu formil ¢t_,¢ = p formiiliine denktir ve
bu sonuncusu p’yi belirler. Yani {_,¢'nin bir ortogonal dogrusal operator oldugunu
gostermeliyiz. Iki izometrinin bilegimi oldugundan, t_,¢ de bir izometridir ve orijini
sabitler. Theorem 5.4 ile kanit tamamlanir. (|
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