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18.701 Cebir 1 S Ly Grubunun Normal Altgruplar:

SLy Grubunun Normal Altgruplar:

Bu ders notunda F ile bir cisim; SLs ile cismim 6zel dogrusal grubu ve V ile F? siitun
vektorleri uzay: gosterilmektedir. Amacimiz su teoremi kanitlamak:

Teorem 1.1 En az dort elemanl bir F cismi olsun. Eger SLo grubunun bir normal
altgrubu A # I geklinde bir eleman igerirse, bu altgrup SLo grubunun kendisidir.

Z = =1 altgrubu SLy grubunun merkezidir ve teoremden PSLy = SLs/Z grubunun
bir basit grup oldugu sonucu ¢ikar. Sonlu F' cisimlerini igin PS Lo grubunu ele alarak
onemli bir basit gruplar sinifini belirlemis oluruz. Bir sonlu cismin mertebesi daima bir
asal kuvvetidir, ve her ¢ = p" asal kuvveti icin ¢ mertebeli yegane [, cismi mevcuttur.

Lemma 1.2 F =TF, olsun. SLy grubunun mertebesi |SLy| = q>—q olur. Ejer q ikinin
bir kuvveti degilse, |PSLs| = %(qg‘ — q) olur. Eger q ikinin bir kuvvetiyse I = —I,
PSLy = SLy ve |[PSLs| = (¢* — q) olur.

Ornegin, [PSLy(Fy| = 4% — 4 = 60 ve |[PSLy(F5)| = 3(5° — 5) = 60 bulunur. Bu iki
grubun biribirine ve As almagik grubuna izomorf oldugu bilinmektedir.

Abelyen olmayan basit gruplardan en kiiciik onunun mertebeleri soyledir:
60, 168, 360, 504, 660, 1092, 2448, 2520, 3420, 4080.

Almagik grup A;’nin mertebesi olan 2520 diginda bu gruplarin herbiri sonlu bir F'
cismi i¢in PSLy(F') grubuna izomorftur. Bir sonraki enkiigiik abelyen olmayan basit
grup PSL3(F3)’tin mertebesi 5616’dir. Baz1 mertebeler agagida siralanmigtir.

|[Fl|4 5 7 9 8 11 13 17 19 16 23

(1.3) \PSLQHGO 60 168 360 504 660 1092 2448 3420 4080 6072

An| |5 6 7 8
|[PSLy| |60 360 2520 20160

Bu arada PSLy(FFy) grubu S3 simetrik grubuna ve PSLs(F3) grubu A4 almagik grubuna
izomorf olup basit degillerdir.

F = F5 durumunu ayrica incelememiz gerekecek. Izleyen lemmay: kullanabilmek igin
bu durumu bir kenara koyalim.

Lemma 1.4 Mertebesi 2,3 veya 5 olmayan bir cisim karesi r2, 0,1, —1 degerini al-
mayan bir r elemant icerir.

Kanit. Karesi 0,1 veya —1 olan elemanlar x(2? — 1)(z? + 1) = 2° — 2 polinomunun
kokiidiir. Bu polinomun F’de engok beg kokii bulunur, yani |F| > 5 ise istenen r
bulunur. Eger |F| = 4 ise 1 = —1 oldugundan karesi 1 olan tek eleman 1’in kendisidir.
Bu durumda F igindeki 0 ve 1’den farkli iki eleman da igimizi goriir. O
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Teorem 1.17%in kanats. SLo'nun bir A # +1 eleman verilsin ve N bu elemani igeren bir
normal altgrup olsun. N = G egitligini gostermek istiyoruz. N altgrubunun carpma,
ters alma ve SLy’nin geligigiizel elemaniyla eglenik alma iglemleri altinda kapali oldu-
gunu kaydedelim. A’dan bu iglemleri ardarda kullanarak elde edilen her B matrisi
N’de kalacaktir. Mesela, her P icin APA~!P~! komiitatorii N icindedir. Bu iglemlerin
herbirini tek bir kez kullanarak elde edilir.

Karesi 72 # 0, %1 olacak sekilde bir r € F secip s = 2 dersek s # s~ ! olur.

Kanitin ilk adimi (Lemma 1.5)'de, s 6zdegerli bir B € N matrisi insa edecegiz. N
normal oldugu i¢in B’nin tiim eglenik siifi N’de olacak. Ikinci adimda (Lemma 1.8)
bu eslenik siifinin N’yi iirettigini gosterecegiz, boylece N = SLy elde edecegiz.

Lemma 1.5 N'de bir A # +1 matrisi olsun. Yine N ’nin bir elemans olan B =
APA=YP~Y komiitatorinin ézdegerleri s ve s~' olacak sekilde bir P € SLy matrisi
varder.

HHH ézdegerleri F’de olan matris bulmanin F' = C i¢in kolayken genelde
kanitin en zor kismi oldugunu agikla.

Kamit. Bu kanit ¢ok sik bir hile kullaniyor. A icin 6zvektdr olmayan bir v alalim
ve vy = Av; diyelim (bkz. Altluemma 1.6). O halde v; ve vy dogrusal bagimsiz olur
ve V icin bir taban olusturur. Ozvektérleri vi, vy olan ve Pvy = rv; ve Pvg = 7 1uy

esitliklerini saglayan P matrisini alalim (bkz. Altlemma 7). O takdirde
Bvs = APA P vy = rAPA Yy = rAPv; = 12 Avy = suy

elde edilir. Béylece s, B’nin bir 6zdegeridir. Ote yandan B birim determinanthdir ve
diger 6zdegeri s~! olur. O

Altlemma 1.6 Sifir disindaki tim vektorleri ozdeger kabul eden yegane SLo eleman-
lary I ve —I matrisleridir.

Kamt. e; ve ea bir M icin 0zvektorse ve Me; = \je; ise M kosegen girdileri \; olan
bir késegen matristir ve M (e1 + e2) = Aje; + Ageg olur. Eger e + es de 6zvektorse,
A1 = Ay ve M = I olmahdir. Simdi M € SLs ise det (M) = A\?> = 1 ve nihayet
A = =£1 bulunur O

Altlemma 1.7 V i¢cin B = (vi,v2) tabanu verilsin ve [B] matrisinin situnlar vy
ile vy olsun. Kdgegen girdileri A1 ve Ao olan kdésegen matrise A diyelim. O halde
v; vektorlerini \; ozdegerleriyle 6zvektér kabul eden yegane P = [B]A[B]~! matrisi
vardir. Eger g = )\1_1 ise P € SLy olur. O

Lemma 1.8 Ozdegerleri s ve s~ olan matrisler SLy icinde tek bir eslenik suafi

olusturur. Bu sinasf N ’nin bir altkimesidir ve S Lo grubunu dretir. Dolayisiyla N = SLo
olur.
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Kamit. Eger Q, 6zdegerleri s ve s~! olan herhangi bir matrisse, bu 6zdegerlere sahip bir
B = (v1,v3) 6zvektor ¢ifti V' uzay: icin bir taban olugturur. Gerekirse vy bir skalerle
carpilarak det [B] = 1, yani [B] € SLy saglanir. Kogsegen girdileri s ve s~! olan $
kosegen matrisi de SLo elemanidir. Altlemma 1.7°den Q = [B]S[B]~! olur, yani @Q ve
S aymi eglenik sinifi C igindedir. Bilhassa Lemma 1.5’deki B komiitatori C i¢indedir
ve N’nin elemanidir. N bir normal altgrup oldugundan, C C N elde edilir.

SLs icinde eglenik sinifi C tarafindan tretilen altgrubu H ile belirtelim. Her x € F

i¢in,
sb 0 s sx 1 «x
(0 s)(() 3—1)_(0 1)_E

esitliginin sol tayaflndaki matrisler C icindedir, yani £ € H olur. Keza E! matrisleri
de H igindedir. Izleyen lemmadan H = SLs gikar. U

Lemma 1.9 Tim x € F degerleri i¢in E ve E' bicimindeki elemanter matrisler SLo
grubunu vretir.

Kamit. Bu matrisler SLg igindedir. SLy’yi iirettiklerini ispatlamak i¢in her M € SLqy
elemaninin, bu elemanter matrislerin tanimladig: satir islemleriyle birim matrise in-
dirgendigini gosterelim. Yani Ej --- EoE1M = I olacak sekilde her biri E ya da E!
tliriinde olan FE1,..., F) elemanter matrislerinin bulundugunu gosterelim. O halde
M = ET ... E,; L olur. M matrisinin su bicimde oldugunu varsayalim:

a b
- (t 1)
E ile arpma (satirl)’e x.(satir2) eklerken E' ile arpma (satir2)’ye x.(satirl) ekler.
Once M ’nin ¢ girdisinin sifir olmadigindan emin olalim. Eger ¢ = 0 ise, a # 0 olur ve

(satirl)’i (satir2)’ye ekleyerek yeni bir matris elde ederiz. Boylece M, ¢ konumundaki
girdisi sifir olmayan bir matrise doniigtir. Bundan sonra su satir iglemlerini yapalim:

N A A R R R R

Yukaridaki iigiincii ve dordiincii matrislerin egitliginin sebebi det M = 1 gartidir. Satir
iglemleri determinant1 korur, yani ti¢iinci matrisin d’ girdisi 1 olmalidir. ([
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