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18.701 Cebir 1 Simetrik Formlar

Simetrik Formlar

Bu ders notu boyunca V' bir gergel vektor uzayi ve (,) bu uzay iizerinde tanimlanmig
bir simetrik (bilineer) form olsun. Biraz terminoloji:

ortogonal vektorler: Eger (v, w) =0 ise v L w denir.
ortogonal uzay: W+ = {x € V|w L x, herw € W}.
ortogonal taban: (vi,---vy) @ (vi,w;) =0 Vi # j.

bozulmamas (dejenere olmayan) form: Her 0 # v € V vektorii i¢in (v,v") # 0 olacak
sekilde bir v' € V vardir.

Bir tabanin ortogonal olmasi icin simetrik formun o tabana gore matrisinin kégegen
olmasi gerekir ve yeter.

Bir formun bozuk olmamas: i¢in herhangi bir tabana goére matrisinin tersinir olmasi
gerekir ve yeter.

Form bozuk degil ve taban ortogonalse her i = 1,...n i¢in (v;, w;) = 0 olur.

1 Uzay bir altuzaya ve onun ortogonal uzayina ayrigtirma.

W C V bir altuzay olsun. V tizerindeki ( , ) form W iizerine kisitlanarak bir form
tanimlar. Form W {izerinde bozuk degildir demekten kastimiz W iizerinde kisitlanarak
tanmimlanan bu formun bozuk olmadigidir. Yani 0 # w € W igin, (w,w’) # 0 olacak
sekilde yine W altuzayimnin 6gesi olan bir w’ bulunur. Bir bagka deyigle 0 # w € W
vektorit W ortogonal uzaymda degildir:

Lemma 1.1 Bir V wvektor uzay tzerinde (,) simetrik formu verilsin. Bu formun W
altuzayinda bozulmamasy icin W N W = 0 esitliginin saflanmase gerekir ve yeter.

Teorem 1.2 W C V bir altuzay olsun ve form W itizerinde bozuk olmasm. O zaman
V uzayn W @ W dolaysiz toplamana esittir.

Kamt. WN WL =0ve V=W + W+ sartlarmin saglandigim gostermeliyiz. Ik sart
basitge formun W iizerinde bozuk olmamasinin yeni bir ifadesidir, ancak ikinci gart
bariz degil. Her v € V vektoriiniin w € W ve v € W+ olmak iizere v = w + u toplami
seklinde yazildigimi gostermemiz gerekiyor. W N W+ = 0 oldugu icin, eger mevcutsa
bu yazim tektir.

W igin bir (wy, ..., w) tabani alalim ve bu tabani V'nin bir B = (wy, ..., Wk, V1, -, Un—k)
tabanina genisletelim. Formun bu tabana gére matrisi M;; = (v;, v;) ile tanimlanan M
matrisidir. Bu matrisi A, tist-sol k x k altmatris olacak gekilde, blok bigiminde yazalim:

(1.3) M= (é g)

(A i¢in koydugumuz kisit diger bloklarm boyutunu da belirler.) Formun simetrisinden
M?! = M, dolaysiyla A* = A, D' = D ve B! = C elde edilir. B, C, D bloklar1 hakkinda
basgka bilgi edinemiyoruz.
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Amm girdileri i = 1,...,k i¢in (w;, w;) sayilaridir. Yani A matrisi W’daki formun
matrisidir. Bu kisitlanmig form bozulmadigindan, A tersinir bir matristir.

B blokunun girdileri i = 1,...,k ve j =1,...,n — k icin (w;, w;) = 0 ile verilir. Eger
v1,...,Unp—k vektorlerini B = 0 olacak sekilde segebilirsek, bu vektorler w; vektorlerinin
tiimiine ortogonal olur, dolayisiyla W ortogonal uzayma ait olurlar. V uzay1 icin
B = (wy, ..., W, V1, ..., Uy_k) bir taban oldugundan buradan V = W 4+ W+ cikar—ki bu
da gostermek istedigimiz geydir.

B = 0 elde etmek i¢in B tabanini, ilk k vektor ayni kalacak sekilde degistirelim. Yeni
tabam B’ = (wy, ..., wg; V), ..., v}, ) ile gosterelim ve B = B'P diyelim. O halde taban
degisiminin matrisi P blok bi¢cimindedir:

(1.4) Q- <% i—k)

Burada @ blokunu belirlemek istiyoruz. Formun yeni tabandaki matrisini hesaplamak

icin,
¢ (0 I> e(P 1)t < 5t In—k)

esitliklerini kullanarak

M = (PYMV = (f _A%JFB)

elde ederiz (diger girdileri bilmemiz gerekmiyor). Simdi Q = A~!B dersek M’ ma-
trisinin sag {ist bloku arzu edildigi gibi sifirlanir. Yani V = W 4+ W+ olur. U

Yeri gelmisken, form simetrik oldugundan, M de simetriktir. Blok ayrisiminda A = A?,
D = D! ve C = B! olur. Eger B = 0 ise C' = 0 olur.

2 Ortogonal tabanlar.

V’nin bir (vq, ..., v,) tabani olsun. Her ¢ # j icin (v;,v;) = 0 saglaniyorsa bu tabana
(verilen forma gore) bir ortogonal taban denir. Bu formun M matrisinin kdsegen olmasi
anlamina gelir.

Teorem 2.1 V wuzayimn bir orogonal tabant vardar.

Kamt. Uzaymn boyutu n = dimV fiizerinde tiimevarim uygulayalim. V uzayinin her
< n boyutlu altuzayinin ortogonal tabani oldugunu varsayabiliriz.

Durum 1: Form heryerde sifirlanir. Bu durumda her taban ortogonaldir.
Durum 2: Form heryerde sifirlanmaz.

Lemma 2.2 Bir simetrik form heryerde sifirlanmayorsa, (z,x) # 0 olacak sekilde bir
x € V wvektori mevcuttur.
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Kanat. Form heryerde sifir olmadigina gore (u, v) # 0 olacak sekilde iki u, v vektorii var-
dir. (u + v, u + v) carpimin dagitirsak

(u+v,u+v) = (u,u) + 2(u,v) + (v,v)

elde ederiz. Burada 2(u, v) terimi sifirlanmadigina gore kalan terimlerden enaz biri sifir
degildir.

(Bu kanit Fg gibi 2 = 0 esitliginin gegerli oldugu cisimler iizerinde tanimlanmg vektor
uzaylar: i¢in galigmaz, aslinda Lemma’nin iddias1 bu vektor uzaylari i¢in yanligtir.)

Lemma’y1 uygulayarak tabanimizin ilk vektorii olarak (vy,v1) # 0 olacak gekilde bir vq
secelim. vy vektoriintin gerdigi 1-boyutlu W uzay1 icin (v1) bir ortogonal tabandir ve
(v1,v1) # 0 oldugundan form W iizerinde bozuk degildir. Teorem 1’den V = W @ W+
yazilir ve dim W+ = n—1 eder. Tiimevarim varsayimina gore W icin bir ortogonal ta-
ban vardir. Bu taban (vs, ..., vy ), olsun. W igin buldugumuz (v;) tabaniyla birlestirerek
V igin (v1, ..., v,) ortogonal tabanin elde ederiz. O

Alhstirma. Bir 2 x 2 matris i¢in bu taban degisimini ayrintilariyla yapmn ve buradan
pozitif belirlilik i¢in bir 6lgiit elde edin.

3 Ortogonal izdiisim

Formumuzun V uzayimin W altuzay: tizerinde bozulmadigini varsayalim. Teorem 1’den
her vektériin w € W ve u € W+ olmak iizere v = w + u biciminde yegane ayrigimi
bulundugu gikar. Yani 7(v) = w ile tamimlanan génderim iyi tanimhidir. Bu génderime
V’den W’ye ortogonal izdisim adi verilir. Ortogonal izdiigiim su iki noktay1 saglayan
yegane 7 : V — W dogrusal gonderimidir:

e Eger v e W ise m(v) =v.

e Eger v e W ise 7(v) = 0.

Formun W altuzayina kisitlanmasi bozuksa, bir 0 # y € W N W vektérii meveuttur.
Ayni anda hem 7(y) = 0 hem de 7(y) = y # 0 olamadigindan bu durumda ortogonal
izdiisim var olamaz.

Izleyen teorem ortogonal izdiigiim icin cok énemli bir formiil sunar.

Teorem 3.1 Verilen simetrik formun V uzayimin W altuzays tizerinde bozulmadigine
varsayalim ve W igin bir (wy, ..., wy) ortogonal tabanina alalim. O halde w7 :V — W
ortogonal izdistimai

<wi7 U>

(wi, wi)

olmak dizere w(v) = crwy + - - - cpwy, formiili ile verilir

C; =

Kamt. Form W iizerinde bozulmadig: i¢in (w;, w;) # 0 olur ve formiil anlamhdir.
(w;,v) garpim v’'nin dogrusal fonksiyonu oldugundan formiil dogrusal bir génderim
tanimlar. Eger v € W ise i = 1,...,k igin (w;,v) = 0 ettiginden 7(v) = 0 olur.
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Ikinci noktayr dogrulamis olduk. Ilk noktayr dogrulamak icin bir v € W vektoriinii ta-
ban cinsinden yazalim: v = ajwi + - - - agpwg. Simdi w; vektorleri aralarinda ortogonal
oldugundan,

(wj,v) = ar(wy,wy) + - + aj(wj, ws) + -+ + axwg, wj) = a;(w;, wy).
Béylece aj = ¢; olur ve m(v) = v bulunur. O

Netice 3.2 V dzerinde bozuk olmayan bir form olsun ve V ig¢in bu taban gore bir
(v1, ..., ) ortogonal tabans verilsin. Her v € V vektori

<wi7 1)>
(wi, wi)

xXr; =
olmak tizere v = cyvy + - - - + cpuy, seklinde yazilar.

Kamt. Bu W = V durumudur. Ik nokta 7 izdiisiimiiniin birim goénderim oldugunu
gostermektedir. O

4 Bir ortogonal tabandaki vektorleri normalleme

V i¢in bir (v1, ..., v,) ortogonal tabani verildiyse v; vektorlerinin boyu, (v;, v;) ¢arpimi
sadece 0 ve 1 degeri alacak gekilde ayarlanabilir. Dolayisiyla yeni tabanda formun
matrisinin kogegeni 0 ve 1’lerden olusur. Izleyen teoremin kanitini vermeyecegiz.

Sylvester Kanunu 4.1. Yukaridaki gibi bir taban verildiginde, a, e, s harfleriyle for-
mun M matrisinin kdosegeni tzerindeki +1, -1 ve 0’larn sayisine gosterelim, dyle ki
a+ e+ s toplamr V uzayimn boyutuna esit olsun. Bu a,e, s saylar:y secilen tabandan
bagimsizdar. ([

Not 4.2. Eger (w;,w;) = £1 ise izdiigiim formiilii cok daha basitlesir. Ancak uzun-
luklar: normallemek karekok almayi gerektirir. Bu nedenle normalleme her zaman iyi
bir fikir olmayabilir.
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