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lllLF Gaussiyan Modeli (Dogrudan Coziim)

Sonraki b6limde, RG yaklagimi, Gaussiyan modeline uygulanacak. Daha sonraki kiyaslamalar
icin, burada, bu problemin dogrudan ¢dzimlini sunacagiz. Gaussiyan modeli, Landau-
Ginzburg agiliminda sadece ikinci mertebeden terimleri tutarak elde edilir. Elde edilen béligim
fonksiyonu:

7z = /Dm(x) exp {— /ddx BmQ + g(vm)2 n g(v%)? TR m] } (111.49)
Acikca, model, sadece ¢ > 0 igin iyi tanimlidir, glink(i, ¢ < 0 icin kararlih@ saglayacak m? terimi
yoktur. Boélisum fonksiyonunun yine de ¢ = 0’'da bir tekilligi vardir, ve bunu, diizensiz taraftan
bir faz gecisini temsil ettigini distnebiliriz.

ikinci mertebeden sekli, Gauss integrallerinin kurallari kullanilarak kolayca hesaplanabilir.
ik dnce, Fourier modlari kullanilarak, cekirdek kdsegenlestirilir: L boyutundaki sonlu bir sis-
temde, izin verilen q degerleri, 27/L arahgi ile kesiklegtirilir. En buyUk q degeri, ag arahg ile
sinirlanmistir, ve sekli, altta yatan ag tarafindan belirlenen Brilluoin Béigesine hapsedilmistir.
Aslinda,

(111.50)

{ m(q) = [ d¥xe > (x)

- e"tax d —1q'X,7
m(x) = Zq 174 m(q) = [ (gﬂ-()]de T*ni(q)

alarak Fourier modlarinin biraz farkl bir boylamlanmasini kullanacagiz, ve hacim garpanlarini
dikkatle takip edecegiz. (Gergekte, Fourier modlarini géstermek igin, m;(q) gibi farkli bir sembol
kullanmamiz lazim. Kisa olsun diye, ayni semboll kullaniyoruz, ancak g argimanini, Fourier
dénadstirtlmis fonksiyonu gdstermesi igin, agikca koyuyoruz.) Son doénisiim, sonsuz boyut
limitinde (L — oo0) gegerlidir, ve V' sistemin hacmidir.

Hamiltoniyen’i, Fourier modlari cinsinden ifade edince,
e—ilata’)x

/ddxm(x)2 _ /ddx > i) i) = Y w (111.51)
q,q’ q

gibi ifadelerle karsilasiriz. Son ifade, x integralinin q + ¢’ = 0 degilse sifir olmasindan elde
edilmigtir, ki bu durumda V’ye esittir. Benzer iglemlerden sonra

2 4 ... -
W:Z(HKQ ;VLq - )|m(q)|2—h-m(q:o) (I11.52)
q

Hamiltoniyen'’ini elde ederiz. Denklem 111.50'deki boylamlanma tercihi ile, her Fourier modu
bagina déniisiimiin Jakobiyeni 1/+/V olur, ve béligiim fonksiyonu

S 3}
z=1] V*"/z/dm(q) exp [_t e ;VLq 2 (@) + F - it = 0) (111.53)
q
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olur. g = 0 igin integral
o0 t - n/2 h
Zy = V‘”/Z/ dim(0) exp [—|m(0)|2 +h.m(o)} = <> exp | —— (111.54)
olur. q # 0 i¢in integrallari de aldiktan sonra,

VA 27 "
Z—exp{ o1 }I;I(t—i—KqQ—i—Lq‘l—i-n-) (111.55)

elde ederiz. Toplam modlarin sayisi, asil ag noktalarinin sayisina esittir. (27)""/?den gelen
sabit bir faktér diginda, serbest enerji

nZ =n diq 9 4 h?
f(t,h)f—Tf5 5. @) In(t+ Kq° + Lq +---)—2—t (111.56)

olarak elde edilir.

Denklem [ll.56'daki integral Brilliouin bdlgesi Uzerindendir, ki a aralikli hiperkubik bir
ag icin, merkezi orijin olan, 27 /a kenarl bir kiptlr. Ancak, tekilliklerin q = 0 civarindaki
uzun dalgaboylu modlardan kaynaklanmasini bekleriz. Briliouin bdlgesinin kenarlarina yakin
bolgelerden gelen katkilar, agikga analitiktir, clinkii sonlu bir ¢? icin, logaritma ¢'nin Ustelleri
cinsinden agcilabilir. Bu yizden, ¢ — 0’daki tekilligi elde etmeyi kolaylastirmak igin, Brillouin
bélgesini seklini yaklasik olarak A ~ 7/a ¢apinda bir hiper kiireye benzetecegiz. Integralin
klresel simetrisi,

n A 2 4 h?

frekil(t: 1) = §Kd/0 dgd* M In(t + Ka® + Lg' + ) = o (11.57)

yazmamiza olanak tanir, burada K, = S;/(27)%dir ve Sy d-boyutlu kati agidir. ¢ integralinin t'ye
gore 6ncil bagimhligr, ¢'yu /t/K ¢arpaniyla olgeklersek elde edilebilinir:

n t\Y? AENE 2 472 h?
frekil(t: h) = §Kd <K> /0 dxx {lnt +In(1 4 2° 4 Ltz*/K* + - )} 5
(111.58)
t'de analitik katkilari ihmal edersek, serbest enerjinin dncdil tekilligi
d/2 h? 2— A
Jrekil (8 7)) = —t%% | A+ thd/z} = t*"%gs(h/t?) (I11.59)
olarak yazilabilir.
Yiksek dereceli gradyanlar, yani L, ---, ile orantih olan terimler, denklem 111.59'daki tekil

davranigl etkilemez. ¢t = 0*t'da h = 0 noktasina yaklasirken, serbest enerjinin tekil kismi,
ustelleri

ar=2-d/2 , A=1/2+d/4 (111.60)
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olan o6lgeklenme sekliyle tanimlanir. ¢ < 0'daki diizenli faz kararh olmadigi icin, ¢ Gsteli tanimli
degildir. Ancak, & o< 9%f/0h? o 1/t alinganhidi, . Usteli ile iraksar.

.G Gaussiyan Modeli (Renormalizasyon Gurubu)

Gaussiyan modelin RG’si en rahatlikla Fourier Mode’lar cinsinden yapilir. Amag

ZN/DT?L(q)eXp {—/OA a'q <t+Kq2+Lq4+”') m(@)? +5-m©0)| (el

(2m)d 2

béligiim fonksiyonunu RG kullanarak U¢ adimda dolayli olarak hesaplamaktir.  Brillouin
boélgesinin, A ¢apli bir hiperkdre ile yaklasiklik yapildigina dikkat edin.

1. Kabalastir: o < x < ba Olgegindeki dalgalanmalari ortadan kaldinrmak; A/b < ¢ < A
dalgaboylu Fourier modlarinin kaldirmaya benzer. Dolayisiyla, momentumlari iki alt kimeye
ayiracagiz,

{mi(a)} = {F(a”)} & {m(q™)} (111.62)
ve
Z = / Dri(q~) / D& (q”)e M7 (111.63)

olarak yazacagiz. Gaussiyen modelde iki mod kiimesi birbirinde ayristigi igin, integraller basittir
ve

n A ddq 9 4
- M dlq (t4+ K¢®+Lg* +---\ S
/Dm(q<)exp {/O (27:){1< 1 5 1 Im(q)|? + k- m(0) (11.64)

2. Olgekle: T?L(q<) modlari igin béliglim fonksiyonu, Ust sinirin A/b’ye azalmasi diginda, oriji-
naline benzer, ki bu da ¢6zUnUrlikteki kabalagtirmanin yansimasidir. Gergek uzaydaki x’ = x/b
6lceklemesi momentum uzaymdaki ' = bq 6lgeklemesine denktir, ve siniri, ilk dederine esitler.
Yeniden odl¢eklenmis boéllisim fonksiyonu

Z = e VIR / Div(q)

A ddq’ t+Kb_2q’2+Lb_4q’4—|—--- L.
_ b*d 5 |2 .m
exp[ / oL ( . in(a)* + - it 0)

(11.65)
olur.

3.Renormalize et: Gergek uzaydaki RG’nin son adimi, miknatislanmayi renormalize etmektir,
m/(x') = m(x')/¢. Alternatif olarak, Fourier modlarini 1/ (x’) = m(q’)/z olarak renormalize
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edebiliriz, ve sonug olarak

7 — e~ Vofu(t) « /D??:i’(q’)

Adlg g, (t+ Kb 2q? + Lb g + - -
exp —/ rid
o (2m) 2

) in(q)|? + zh - 1i(0)
(111.66)

elde ederiz. (Miknatislanmayi gercek ve Fourier uzayinda yeniden élgekleme icin kullanilan ¢
ve z ¢arpanlarinin farkli olduguna dikkat edin.)

Denklem 111.66, renormalize edilmis modlarin, renormalize edilmis parametreleri

= 22 %

K = zh
K' = 229 ?%K (11.67)
L = 2y 9L

olan Gaussian Hamiltoniyene gére dagildiklarini gbsterir. ¢ = h = 0 tekil noktasi, beklendigi
gibi, kendisiyle eslesir. Bu noktada, salinimlari, 6lgeklemeden bagimsiz yapabilmek igin, kalan
Hamiltoniyenin degismediginden emin olmaliyiz. Bu, K’ = K yapan ve diger parametreleri

L, ---sifira lgekleyen, z = b1*+%/2 tercihiyle saglanir. Kritiklikten uzakta, iki 5nemli yon,
t = b’ vy = 2
, = 11.68
{ B o= bitd2p { yph = 1+4d/2 ( )

olarak élgeklenir. Bolim (II1.D)’nin sonuglarini kullanirsak, kritik Usteller

v=1/y =1/2,
_yn _ 1+d/2 1 d
A=G="9 =311

a=2—-dv=2-4d/2

olarak, bir 6nceki bélimdeki dogrudan ¢ézim ile tutarh bir sekilde belirlenir.

Serbest nokta Hamiltoniyeni (t* = h* = L* = --- = 0), gercek uzayda,

K
o= / dlx(Vm)? (111.69)
olur. (integrale a alt simgesi, agikga yazilmayan, kisa mesafe sinirini belirtmek igin konmusgtur.)
Basit, x — x’ ve m(x) — (m/(x) blgeklenmesinde K — K’ = b¥2¢2K olur. Olgek
bagimsiziigi, ¢ = b'~%2 tercihi ile elde edilir. Kabalastirma adimini unutursak, 7(x)’in genel
bir kuvveti, (8H)*'a kii¢lk bir tedirgeme olarak eklenirse,

BH* + up / ddxm™ — BH* + up b / dix'm™ (11.70)
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seklinde davranir, ki bu da tedirgenmelerin

o, = b (2, = ya=n-—d <’; - 1) (11.71)
olarak 6lgeklendigini sbyler. y; = 1+ d/2 ve yo = 2 degerleri, denklem II1.68'deki y;, ve y;
Ustellerini tOretir. Daha ylksek mertebeden terimler, daha az énemlidir. Kiresel simetrik bir
sistemdeki bir sonraki en énemli operatér y4 = 4 — ddir, ki d > 4 igin énemsiz, d < 4 igin
onemlidir; y¢ = 6 — 2d, sadece d < 3 icin dnemlidir. Gergekten de, d > 2 icin, Gaussiyan sabit
noktasinda pek ¢ok operatér dnemsizdir.
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