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Ders #17: Mittag-Leffer Teoremi
(Ders kitabinda 187-190. sayfalar)

Teorem 1 (Mittag-Leffer Teoremi) {b,} dizisi

lim b, = 00

V—00

olacak bigimde C de bir dizi ve P,(() sabit terimi olmayan polinomlar olsun. Bu durumda,

kutuplary yalnizea b, ve bunlara karsilik gelen tekil kisimlar

1
P,
(z — by)

olan ve C de meromorfik f fonksiyonlar vardur.

Bu bigimdeki en genel f(z) fonksiyonu, g fonksiyonu z ye gore holomorfik ve p, ler

polinomlar olmak tizere,

=0+ 3 [P () ~nee) ()

biciminde yazilabilir.
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Ispat: Her v igin b, # 0 varsayabiliriz. P, { ——— ) nin z = 0 noktasi civarindaki
Z = by
Taylor serisini gozoniine alahm. Bu seri |z| < |b,| i¢in yakinsaktir. p,(z), bu serinin 2™

ye kadar olan kismi toplamlar dizisi olsun (n, daha sonra belirlenecek). 0 merkezli bir D

o0 =n(=5)

sonlu Taylor serisini gozoniine alalim. Sayfa 126 daki (29) formiiliinden
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dir. C' yi 0 merkezli o yarigapli cember ve n = n, +1 alinirsa, M, = max
zZ€

diskinde
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olmak tizere
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bulunur. Sayfa 125 teki Teorem 8 yardimiyla

1 22\ ™ [
PI/ % S 2Ml/ S i 2
(z_b) p(2) (,M) |2] < =~ iin (2)

elde edilir. Simdi n, yii
2" > M, 2"

olacak bicimde yeterince biiyiik segelim. Bu durumda
22\ b,
oM, < ’b’jl) <97V <|z| < ‘4—‘ igin)

Simdi iddia ediyoruz ki, (1) toplamu her |z| < R diskinde (kutuplar1 diginda) diizgiin

olur.

yakinsar ve bu nedenle de bir h(z) meromorfik fonksiyonunu gosterir. Bunu gérmek igin

(1) deki toplami pargalayalim:

= Y [n () -] X [n () -ne)]©

by | Loy |
sk R

b

(2) esitsizliginden, R < oldugundan |z| < R i¢in ikinci toplam holomorfiktir. 11k

toplam sonludur ve b, kutbundaki

tekil kisma sahiptir.
Boylece teoremin varlik kismi kanitlanmig olur. f bu 6zelliklere sahip bir bagka mero-

morfik fonksiyon ise f(z) — h(z) holomorfiktir. W

Sayfa 178 deki Alstirma 3 Burada
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bigimindeki seriler i¢in baz1 hazirliklar yapalim ve bunu

ap=(—1)" v, =14+n)*s=0+it



icin kullanalim.
Eger
A, =ap+---+a,
ise
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dir.

Yardimci Teorem 1 (A,,) simrh, v, — 0 ve
o0
E |v, — Vpa1| < 00
n=1

ise a, vy, serist yakinsaktir.
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Yardimer Teorem 1) in ispat1 yukaridaki 6zdeslikten dolayr agiktir.
Ornegimizde
1

|Un| = ’(1-{—71)_8’ = m

dir ve Res > 0 diizleminin her kompakt alt kiimesi tizerinde v,, — 0 diizgiin yakinsar.

Up — Upt1 i¢IN

n+2
1 1 / 1y
Uy — Upal = — =35 T T
T 1) (n+2)s -
dir ve buradan
[Un — Vppa| < s W

elde edilir. Boylece
- 1
SIS
n=1
yakisaktir. Bu seri v, — 0 ve Z |Up, — Upy1| durumu oldugundan, gercekte o > 0

bolgesindeki kompakt kiimeler {izerinde diizgiin yakinsaktir.



Sayfa 186 daki Alistirma 1 Verilen bir

R1<\z—a|<R2

halkasal bolgesinde
Z A, (z—a)™"

agilimi tektir ¢iinkii katsayilar (3) ile belirlidir. Farkl bir halkasal bolge icin (hatta aym

merkezli) verilen bir fonksiyonun ac¢ihm farkli olabilir. Asagidakini gézoniine alalim:

1 1
z—a  z—b—(a—0b)
11
1—2—:2b—a
11
1—;‘—:22—6
1k formiilden
1 1 = z—b
= n 0<l|z—5b — bl ici
T Gy <<l i
ve ikincisinden
1 1 < ,a—b
— - (Z_b)n (Ja—b| < |z — b| < oo icin)

elde edilir.
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