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Ders #17: Mittag-Le¤er Teoremi

(Ders kitab¬nda 187-190. sayfalar)

Teorem 1 (Mittag-Le¤er Teoremi) fb�g dizisi

lim
�!1

b� =1

olacak biçimde C de bir dizi ve P�(�) sabit terimi olmayan polinomlar olsun. Bu durumda,

kutuplar¬yaln¬zca b� ve bunlara karş¬l¬k gelen tekil k¬s¬mlar¬

P�

�
1

z � b�

�
olan ve C de meromor�k f fonksiyonlar¬vard¬r.

Bu biçimdeki en genel f(z) fonksiyonu, g fonksiyonu z ye göre holomor�k ve p� ler

polinomlar olmak üzere,

f(z) = g(z) +
X
�

�
P�

�
1

z � b�

�
� p�(z)

�
(1)

biçiminde yaz¬labilir.

·Ispat: Her � için b� 6= 0 varsayabiliriz. P�

�
1

z � b�

�
nin z = 0 noktas¬civar¬ndaki

Taylor serisini gözönüne alal¬m. Bu seri jzj < jb� j için yak¬nsakt¬r. p�(z); bu serinin zn�

ye kadar olan k¬smi toplamlar dizisi olsun (n� daha sonra belirlenecek). 0 merkezli bir D

diskinde

'(z) = P�

�
1

z � b�

�
sonlu Taylor serisini gözönüne alal¬m. Sayfa 126 daki (29) formülünden

'n(z) =
1

2�i

Z
C

'(�)

�n(� � z) d�

dir. C yi 0 merkezli
jb� j
2
yar¬çapl¬çember ve n = n�+1 al¬n¬rsa,M� = max

z2C

����P� � 1

z � b�

�����
olmak üzere

��'n�+1(z)�� � 1

2�
2�
jb� j
2

M��
1
2
jb� j
�n�+1 � jb� j

4

�
jzj � jb� j

4
için

�

1



bulunur. Sayfa 125 teki Teorem 8 yard¬m¬yla����P� � 1

z � b�

�
� p�(z)

���� � 2M�

�
2 jzj
jb� j

�n�+1 �
jzj � jb� j

4
için

�
(2)

elde edilir. Şimdi n� yü

2n� �M�2
�

olacak biçimde yeterince büyük seçelim. Bu durumda

2M�

�
2 jzj
jb� j

�n�+1
� 2��

�
jzj � jb� j

4
için

�
olur.

Şimdi iddia ediyoruz ki, (1) toplam¬her jzj � R diskinde (kutuplar¬d¬̧s¬nda) düzgün

yak¬nsar ve bu nedenle de bir h(z) meromor�k fonksiyonunu gösterir. Bunu görmek için

(1) deki toplam¬parçalayal¬m:

h(z) =
X
jb� j
4
�R

�
P�

�
1

z � b�

�
� p�(z)

�
+
X
jb� j
4
>R

�
P�

�
1

z � b�

�
� p�(z)

�
: (3)

(2) eşitsizli¼ginden, R � jb� j
4
oldu¼gundan jzj � R için ikinci toplam holomor�ktir. ·Ilk

toplam sonludur ve b� kutbundaki

P�

�
1

z � b�

�
tekil k¬sma sahiptir.

Böylece teoremin varl¬k k¬sm¬kan¬tlanm¬̧s olur. f bu özelliklere sahip bir başka mero-

mor�k fonksiyon ise f(z)� h(z) holomor�ktir. �

Sayfa 178 deki Al¬̧st¬rma 3 Burada

1X
n=1

anvn

biçimindeki seriler için baz¬haz¬rl¬klar yapal¬m ve bunu

an = (�1)n; vn = (1 + n)�s; s = � + it

2



için kullanal¬m.

E¼ger

An = a0 + � � �+ an

ise

A0v0 +
NX
n=1

(An � An�1) vn �
N�1X
n=0

An (vn � vn+1) = ANvN

dir.

Yard¬mc¬Teorem 1 (An) s¬n¬rl¬, vn ! 0 ve

1X
n=1

jvn � vn+1j <1

ise
1X
n=0

anvn serisi yak¬nsakt¬r.

Yard¬mc¬Teorem 1) in ispat¬yukar¬daki özdeşlikten dolay¬aç¬kt¬r.

Örne¼gimizde

jvnj =
��(1 + n)�s�� = 1

(1 + n)�

dir ve Re s > 0 düzleminin her kompakt alt kümesi üzerinde vn ! 0 düzgün yak¬nsar.

vn � vn+1 için

vn � vn+1 =
1

(n+ 1)s
� 1

(n+ 2)s
= s

Z n+2

n+1

x�s�1 dx

dir ve buradan

jvn � vn+1j � jsj
1

(n+ 1)�+1

elde edilir. Böylece
1X
n=1

(�1)n�1 1
ns

yak¬nsakt¬r. Bu seri vn ! 0 ve
X

jvn � vn+1j durumu oldu¼gundan, gerçekte � > 0

bölgesindeki kompakt kümeler üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r.
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Sayfa 186 daki Al¬̧st¬rma 1 Verilen bir

R1 < jz � aj < R2

halkasal bölgesinde
1X
�1

An (z � a)�n

aç¬l¬m¬tektir çünkü katsay¬lar (3) ile belirlidir. Farkl¬bir halkasal bölge için (hatta ayn¬

merkezli) verilen bir fonksiyonun aç¬l¬m¬farkl¬olabilir. Aşa¼g¬dakini gözönüne alal¬m:

1

z � a =
1

z � b� (a� b)

=
1

1� z�b
a�b

1

b� a

=
1

1� a�b
z�b

1

z � b:

·Ilk formülden

1

z � a =
1

b� a

1X
n=0

(
z � b
a� b)

n (0 < jz � bj < ja� bj için)

ve ikincisinden

1

z � a =
1

z � b

1X
n=0

(
a� b
z � b)

n (ja� bj < jz � bj <1 için)

elde edilir.
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