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Bu materyallerden alint1 yapmak veya Kullanim Sartlar1 hakkinda bilgi almak igin
http://ocw.mit.edu/terms ve http://tuba.acikders.org.tr sitesini ziyaret ediniz.




Ders #21 ve 22: Asal Say1 Teoremi

(Ders kitabinda olmayan yeni notlar)

Asal sayilar, sayilar teoresinde énemli bir yer tutmaktadir. 1808 civarinda Legendre
deneysel olarak, yeterince biiyiik x ler igin, = den kiigiik olan asal sayilarin sayisi 7(x) in
x/log x gibi davrandigim kanitladi. Tchebychev (1848) yilinda, 7(z) in z/log x e oraninin
yeterince biiyiik x ler i¢in 7/8 ile 9/8 arasinda oldugunu, kismen kanitladi. 1896 yilinda
Hadamard ve de la Valle Poussin birbirinden bagimsiz olarak Asal Say1 Teoremini, bu
oranin limitinin tam olarak 1 oldugunu gostererek kanitladilar. Bir¢ok seckin matematikgi
(6zellikle Norbert Wiener) ispatin basitlegtirilmesine katkida bulunmustur ve giiniimiizde
D.J. Newman’ in ¢ikarimina ve D. Zagier’ in ¢alismasina dayanan oldukca kisa ve basit

bir ispat1 vardir.

Bu notlar Zagier’ in anlatimi ile Newman’ a ait asal sayilar teoreminin kisa ispatina

dayanmaktadir. Bakiniz:

(1) D.J.Newman, Simple Analytic Proof of the Prime Number Theorem, Amer. Math.
Monthly 87 (1980), 693-697.
(2) D.Zagier, Newman’s short proof of the Prime Number Theorem. Amer. Math.

Monthly 104 (1997), 705-708.

Asal say1 teoremi, = den kiiciik olan asal sayilarin sayisi 7(z) in asimptotik olarak

gibi oldugunu ifade eder: z — oo i¢in
log x

m(x) 1

x/logx
Asgagidaki Euler’'in ¢arpim formiilii (I) sayesinde (s. 213) ve 6zellikle Riemann’nin gahs-
masindan 7(z), Res > 1 bolgesinde holomorfik olan,
= 1
() =) v
n=1

Riemann zeta fonksiyonu ile yakindan ilgilidir.



Asal say1 teoremi asagidaki fonksiyonlar yardimiyla kanitlanir:

D (s) = Z l(jngsp, v(r) = Z log p.

p asal p<z asal

® nin basit ozellikleri ((s) # 0 ve ®(s) — 1 in Res > 1 i¢in holomorfik oldugunu

gostermek icin kullamlacaktir. ®(s) nin koklii 6zellikleri, onun iizerinde Cauchy teoremi-
nin uygulandigr bir egrisel integral olarak ifade edilmesinden ¢ikar.

Yukarida belirtilen basit 6zelliklerden, v(x) ~ x sonucu ve buradan da Asal sayi
teoremi kolayca elde edilir.

1
I. Res > 1 i¢in — = (1 —p~) dir.
w1

Ispat: Ders kitabindaki 213. sayfaya bakiniz.

1
II. {(s) — Py fonksiyonu Res > 0 yari1 diizleminde holomorfik bir fonksiyona
8 p—
genigletilebilir.
Ispat: Gercekten Res > 1 icin,

1 =1 [da
- e w
n=1 1
N S
_ Z/ (———)dx
g ns 5

dir. Fakat
1 1

ns xs

xr
d
= S Y < max
Yyt~ n<y<az

n

ys—i-l — nRes+1

oldugundan, yukaridaki toplam her Res > § (§ > 0) yar1 diizleminde diizgiin yakinsar.

III. v(z) = O(x) (Kesin bi¢imi daha sonra ispatlanacak)

Ispat: p, n < p < 2n arahiginda oldugundan p sayis1 n! i bolemez fakat (2n)! i boler.
Boylece

"L /2 2
= =3 ()2 () 2 I p=eeme

k=0 n<p<2n



olur. Bu nedenle

v(2n) —v(n) < 2nlog2

bulunur.

v keyfi ise, n yi n < § < n + 1 olacak bicimde segelim. Bu durumda, (1) den

IN

v(x) v(2n+2) <v(n+1)+(2n+2)log2

IN

( 1>—|— (x 4+ 2)log2

= ( )—I—log( ) (x4 2)log2

olur. C' > log?2 ise, x > zo(C) i¢in

] ] ]
I I I
T T, T I
r+1 T -1

2 2 2

ofs

xo 1n sagindaki noktalar icin (2) kullanilirsa

@3 <
(3)-r () <o

olur. Bu egitsizlikler taraf tarafa toplanirsa,

v(x) = v (zo)

IN

/@)~ (gm)

< Cr+--- +C%

bulunur. Boylece

v(z) <2Cz+ O(1)

gikar.



IV. ((s) # 0 ve O(s) — po|
Ispat: Res > 1 ise, I) den ((s) # 0 gikar ve

_d(s) = log p —a Y log p 3)

((s) “p -1 —~ (1)

fonksiyonu Re s > 1 i¢in holomorfiktir.

olur. Son toplam Res > % i¢in yakisaktir. Boylece II) den ®(s) fonksiyonu Res >
% bolgesine, kutuplar yalmzca s = 1 ve ((s) nin sifirlarinda olan meromorfik olarak
genigletilir. Dikkat edilirse,

((s) =0=¢(5)=0

dir.

a € R olsun. sg = 1 +ia, (s) nin > 0 mc1 mertebeden bir sifir yeri ise

— S + 5o civarinda meromorfik fonksiyon

C(s) 5 — S
dir. Bu nedenle

lir% e (1+e+ia)=—p
e—

olur. € > 0 i¢in

log p
<1>(1+€):Z e
p

ifadesindeki her terimin porzitifliginden faydalanilarak

elde edilir. Boylece
P(1+e+ia)+P(l+e—ia)+20(1+¢)>0 (4)

olur.

IT) den s = 1, {(s) nin rezidiisii +1 olan bir basit kutup noktasidir. Bu nedenle

lim e®(14¢)=1
e\.0



dir. Boylece (4) den
ve
olur. Bu yeterince iyi degildir, bu ytizden

log p i _ia\4
Z 1+e (p+2 +p 2) 20
> p

kullanalim. v, (s) nin sifir1 olan 1 & 2ia nin mertebesini gostermek iizere

lim e® (14 ¢+ 2ia) = —v
e\0

yazilirsa, benzer hesapla
6 —8u—2v>0

1
s—1

bulunur. Buradan u,v > 0 oldugundan g = 0 bulunur. II) ve (3) den ®(s) —

fonksiyonu Re s > 1 i¢in holomorfiktir.

V. / y(a:)—2—x dx yakinsaktir.
x
1

Ispat: v (z) fonksiyonu z = p noktalarmda log p degerleri ile artmaktadir. Bu nedenle

B(s) = > logp

pS

v (z)
= S/Wdﬂf

1

p; Pit1

dir. Gergekten, [ yerine > [ ; "1 yazilirsa yukaridaki integral > v (p;) (is — =k )s‘l
1 i i=1
bigimini alir ve v (p;11) — v (p;) = log p;+1 ile birlikte ®(s) ye indirgenir. = = e’ degisken

doniisiimii yapilirsa

D(s) = s/ e v (e') dt Res > 1
0



elde edilir. Simdi

ft) = v(eh)e' -1
O(z+1) 1

92 = 31

fonksiyonlarini gozoniine alalim. IIT) den f(t) fonksiyonu sinirhdir ve

eT

/ ””;2—2_5’; d = /T £(t) dt (5)

dir. Ayni zamanda IV) den, h(z) fonksiyonu Re z > 0 da holomorfik olmak iizere
1
P(z+1) = s h(z)

dir ve boylece
d(z+1 1 h(z)—1
sy REHD 1 A1

z+1 z z4+1
fonksiyonu Re z > 0 da holomorfiktir.

Rez > 0 i¢cin
g(z) = /e_Zt (ft)+1) dt—/e_Zt dt
0 0
= / e P f(t) dt
0
bulunur.

Simdi agagidaki teoremi gozoniine alalim:

Teorem 1 (Analitik Teorem) f(t) (t > 0) swnuwrl ve yerel integrallenebilir bir

fonksiyon olsun ve
o0

g(z) = / e P f(t) dt Rez >0
0
fonksiyonu Rez > 0 dzerinde holomorfik bir fonksiyona genisledigini varsayalim. Bu

halde,



integrali vardir ve g(0) a egittir.

Bu bize (5) ile birlikte V) i verir. Analitik Teorem’in ispat1 daha sonra verilecektir.

VL v (x) ~ x dir.

Ispat: \ > 1 olmak iizere yeterince biiyiik « ler i¢in v (z) > Az gerceklendigini varsay-

alim. v (z) artan oldugundan yeterince biiyiik = ler igin

Az Az X
/ ”(tt)z_t dtz/ Mt;t dtz/ AS_ZS ds =6 (\) >0
@ @ 1
olur. Diger taraftan, V) ten her ¢ > 0 i¢in
K>
/ V(SCZ).—2—J} dr| < e (K1, Ky > K igin)

1

gerceklenecek bigimde bir K sayis1 vardir. Bu nedenle boyle bir A bulunamaz.

Benzer bigimde, A < 1 ise yeterince biiyiik z ler i¢in v (z) < Az gergeklensin.

durumda ¢ < z i¢in

vt)<v(z) <\

olur. Boylece

T T 1
v(t)—t Ar —t A—s
/ ) dtg/ - dt:/ s =500 <0
A

Az Az

bulunur. Ayni sebepten dolay1 bu da miimkiin degildir. O halde

£ = lim supy(x) > 1
T—00 €T
ve
a = lim infy(x) <1

T—00 €T

Bu

durumlarimin her ikisi de imkansizdir. Bu nedenle de ayni olmak zorundadir, yani v (z) ~

x dir.



Asal Say1 Teoreminin Ispati:

v(z) = Z logp. < Z logz = 7 (z)logx

p<w p<z
gerceklendiginden
1
AL U A CO
T—00 x T—00 x
bulunur. Ikinci olarak, 0 < ¢ < 1 ise
v(z) > Y logp
zl=e<p<lz
> (1—¢) Z log =
wl-e<p<a

— (1 _ 5) 1og;p (7T (1}) + O ([pl—s))

olur ve her ¢ icin

1
lim sup ™ (@) log @ < lim sup M
T—00 T 1 —¢gz—00 T
bulunur. Boylece
lim T (x)logx _q
T—00 €x

gikar.

Analitik Teoremin Ispati: (Newman) C de holomorfik olan

T

gr(z) = / e *f(t) dt

0

diyelim.

lim ~ g7(0) = g(0)

T—oo

oldugunu gostermeliyiz.



R sabit olsun ve § > 0 sayisini, g(z) fonksiyonu
C iginde ve iizerinde analitik olacak bigimde

yeterince kiiciik alalim. Cauchy formiiliinden

c
9(0) — gr(0) =
5[ 66 s (14 5) £ ©)

dir.
C,:CnNn(Rez>0)

yarim ¢emberi {izerinde,

B =sup [f(t)]

t>0

olmak tizere, integrand 2 ile sinirhdir. Bu yiizden, Re z > 0 igin

l9(2) — gr(2)] = /f(t) e~ dt

< / ‘e_'zt} dt
—RezT
- Re z
ve
1 Rezy 2Rez i0
dir. Boylece C iizerinde alinan (6) integrali,
Be Rezl . . 2Rez 1 B
— . e o — T H— = —
Re z R? 2r R

B
oldugundan, = ile sinirhdir.



Sonra agagidaki bolge tizerindeki integrali gozoniine alalim:

g(z) ve gr(z) fonksiyonlarini ayri ayri inceleyelim. ¢r(z) tam fonksiyonu igin bu yol

asagidaki ile degistirilebilir.

B
Yine integral = ile sinirhdir, ¢iinkii

9r(2)] = / F(t) e dt

dir ve

(17)2

de onceki gibi C” iizerinde aym degere sahiptir.

10



Geriye

2 _
T z 1 C =
Jo Mg (2) (1 + ﬁ) ;dz ‘ks

4

~
T den bagimsiz

integrali kalir.

Yol iizerinde }eZT‘ < 1 dir ve Rez < 0 i¢in

lim ‘GZT| —0
T—o0

dir. Baskin yakinsakliktan, 7' — 400 iken integral — 0, 6 sabittir. Bu nedenle

Jim sup [g(0) = gr(0)] < =

olur. R keyfi oldugundan, teorem kanitlanmis olur.

Uyar:: Riemann asal sayilar igin, ¢ (s) nin 0 < Re s < 1 igindeki sifirlari p ile baglantil
olan acik bir formiil kanitladi. Bu ispatin von Mangoldt tarafindan verilen gelismis bigimi

asagidaki gibidir:

v(r) = ) logp

p<w
P —2n
= ;U_Z x_+ $2 — log 2m.
w P
.. 1 o . . .
von Mangoldt, her p i¢in Rep = 5 oldugunu tahmin etmistir. Bu iinlii Riemann

Hipotezidir.
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