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Ders #21 ve 22: Asal Say¬Teoremi

(Ders kitab¬nda olmayan yeni notlar)

Asal say¬lar, say¬lar teoresinde önemli bir yer tutmaktad¬r. 1808 civar¬nda Legendre

deneysel olarak, yeterince büyük x ler için, x den küçük olan asal say¬lar¬n say¬s¬�(x) in

x= log x gibi davrand¬¼g¬n¬kan¬tlad¬. Tchebychev (1848) y¬l¬nda, �(x) in x= log x e oran¬n¬n

yeterince büyük x ler için 7=8 ile 9=8 aras¬nda oldu¼gunu, k¬smen kan¬tlad¬. 1896 y¬l¬nda

Hadamard ve de la Valle Poussin birbirinden ba¼g¬ms¬z olarak Asal Say¬Teoremini, bu

oran¬n limitinin tam olarak 1 oldu¼gunu göstererek kan¬tlad¬lar. Birçok seçkin matematikçi

(özellikle Norbert Wiener) ispat¬n basitleştirilmesine katk¬da bulunmuştur ve günümüzde

D.J. Newman�¬n ç¬kar¬m¬na ve D. Zagier�in çal¬̧smas¬na dayanan oldukça k¬sa ve basit

bir ispat¬vard¬r.

Bu notlar Zagier�in anlat¬m¬ile Newman�a ait asal say¬lar teoreminin k¬sa ispat¬na

dayanmaktad¬r. Bak¬n¬z:

(1) D.J.Newman, Simple Analytic Proof of the Prime Number Theorem, Amer. Math.

Monthly 87 (1980), 693-697.

(2) D.Zagier, Newman�s short proof of the Prime Number Theorem. Amer. Math.

Monthly 104 (1997), 705-708.

Asal say¬ teoremi, x den küçük olan asal say¬lar¬n say¬s¬�(x) in asimptotik olarak
x

log x
gibi oldu¼gunu ifade eder: x!1 için

�(x)

x= log x
! 1:

Aşa¼g¬daki Euler�in çarp¬m formülü (I) sayesinde (s. 213) ve özellikle Riemann�n¬n çal¬̧s-

mas¬ndan �(x), Re s > 1 bölgesinde holomor�k olan,

�(s) =
1X
n=1

1

ns

Riemann zeta fonksiyonu ile yak¬ndan ilgilidir.

1



Asal say¬teoremi aşa¼g¬daki fonksiyonlar yard¬m¬yla kan¬tlan¬r:

� (s) =
X
p asal

log p

ps
; �(x) =

X
p�x asal

log p:

� nin basit özellikleri �(s) 6= 0 ve �(s) � 1

s� 1 in Re s � 1 için holomor�k oldu¼gunu

göstermek için kullan¬lacakt¬r. �(s) nin köklü özellikleri, onun üzerinde Cauchy teoremi-

nin uyguland¬¼g¬bir e¼grisel integral olarak ifade edilmesinden ç¬kar.

Yukar¬da belirtilen basit özelliklerden, �(x) � x sonucu ve buradan da Asal say¬

teoremi kolayca elde edilir.

I. Re s > 1 için
1

�(s)
=
Y
p

(1� p�s) dir.

·Ispat: Ders kitab¬ndaki 213. sayfaya bak¬n¬z.

II. �(s) � 1

s� 1 fonksiyonu Re s > 0 yar¬ düzleminde holomor�k bir fonksiyona

geni̧sletilebilir.

·Ispat : Gerçekten Re s > 1 için,

�(s)� 1

s� 1 =
1X
n=1

1

ns
�

1Z
1

dx

xs

=
1X
n=1

n+1Z
n

�
1

ns
� 1

xs

�
dx

dir. Fakat ���� 1ns � 1

xs

���� =
������
xZ
n

s
dy

ys+1

������ � max
n�y�x

���� sys+1
���� � s

nRe s+1

oldu¼gundan, yukar¬daki toplam her Re s � � (� > 0) yar¬düzleminde düzgün yak¬nsar.

III. �(x) = O(x) (Kesin biçimi daha sonra ispatlanacak)

·Ispat : p; n < p � 2n aral¬¼g¬nda oldu¼gundan p say¬s¬n! i bölemez fakat (2n)! i böler.

Böylece

22n = (1 + 1)2n =

nX
k=0

�
2n

k

�
�
�
2n

n

�
�

Y
n<p�2n

p = e�(2n)��(n)

2



olur. Bu nedenle

� (2n)� � (n) � 2n log 2 (1)

bulunur.

x key� ise, n yi n < x
2
� n+ 1 olacak biçimde seçelim. Bu durumda, (1) den

� (x) � � (2n+ 2) � � (n+ 1) + (2n+ 2) log 2

� �
�x
2
+ 1
�
+ (x+ 2) log 2

= �
�x
2

�
+ log

�x
2
+ 1
�
+ (x+ 2) log 2

olur. C > log 2 ise, x � x0(C) için

� (x)� �
�x
2

�
� Cx (2)

bulunur. Aşa¼g¬daki noktalar¬gözönüne alal¬m:

x0 ¬n sa¼g¬ndaki noktalar için (2) kullan¬l¬rsa

�
�x
2

�
� �

� x
22

�
� Cx

2
;

...

�
� x
2r

�
� �

� x

2r+1

�
� C x

2r

olur. Bu eşitsizlikler taraf tarafa toplan¬rsa,

� (x)� � (x0) � � (x)� �
� x

2r+1

�
� Cx+ � � �+ C x

2r

bulunur. Böylece

� (x) � 2Cx+O(1)

ç¬kar.
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IV. �(s) 6= 0 ve �(s)� 1

s� 1 fonksiyonu Re s � 1 için holomor�ktir.
·Ispat : Re s > 1 ise, I) den �(s) 6= 0 ç¬kar ve

��
0(s)

�(s)
=
X
p

log p

ps � 1 = �(s) +
X
p

log p

ps (ps � 1) (3)

olur. Son toplam Re s > 1
2
için yak¬nsakt¬r. Böylece II) den �(s) fonksiyonu Re s >

1
2
bölgesine, kutuplar¬ yaln¬zca s = 1 ve �(s) nin s¬f¬rlar¬nda olan meromor�k olarak

geni̧sletilir. Dikkat edilirse,

�(s) = 0 =) �(s) = 0

dir.

� 2 R olsun. s0 = 1 + i�; �(s) nin � � 0 ¬nc¬mertebeden bir s¬f¬r yeri ise

��
0(s)

�(s)
= � �

s� s0
+ s0 civar¬nda meromor�k fonksiyon

dir. Bu nedenle

lim
"!0

"� (1 + "+ i�) = ��

olur. " > 0 için

� (1 + ") =
X
p

log p

p1+"

ifadesindeki her terimin poziti�i¼ginden faydalan¬larakX
p

log p

p1+"

�
p+

i�
2 + p�

i�
2

�2
� 0

elde edilir. Böylece

� (1 + "+ i�) + � (1 + "� i�) + 2� (1 + ") � 0 (4)

olur.

II) den s = 1; �(s) nin rezidüsü +1 olan bir basit kutup noktas¬d¬r. Bu nedenle

lim
"&0

"� (1 + ") = 1
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dir. Böylece (4) den

�2�+ 2 � 0

ve

� � 1

olur. Bu yeterince iyi de¼gildir, bu yüzdenX
p

log p

p1+"

�
p+

i�
2 + p�

i�
2

�4
� 0

kullanal¬m. �; �(s) nin s¬f¬r¬olan 1� 2i� n¬n mertebesini göstermek üzere

lim
"&0

"� (1 + "� 2i�) = ��

yaz¬l¬rsa, benzer hesapla

6� 8�� 2� � 0

bulunur. Buradan �; � � 0 oldu¼gundan � = 0 bulunur. II) ve (3) den �(s) � 1

s� 1
fonksiyonu Re s � 1 için holomor�ktir.

V.

1Z
1

� (x)� x
x2

dx yak¬nsakt¬r.

·Ispat : � (x) fonksiyonu x = p noktalar¬nda log p de¼gerleri ile artmaktad¬r. Bu nedenle

�(s) =
X
p

log p

ps

= s

1Z
1

� (x)

xs+1
dx

dir. Gerçekten,
1R
1

yerine
P
i

R pi+1
pi

yaz¬l¬rsa yukar¬daki integral
1P
i=1

� (pi)
�
1
psi
� 1

psi+1

�
s�1

biçimini al¬r ve � (pi+1)� � (pi) = log pi+1 ile birlikte �(s) ye indirgenir. x = et de¼gi̧sken

dönüşümü yap¬l¬rsa

�(s) = s

1Z
0

e�st�
�
et
�
dt Re s > 1
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elde edilir. Şimdi

f(t) = �
�
et
�
e�t � 1

g(z) =
�(z + 1)

z + 1
� 1
z

fonksiyonlar¬n¬gözönüne alal¬m. III) den f(t) fonksiyonu s¬n¬rl¬d¬r ve

eTZ
1

� (x)� x
x2

dx =

TZ
0

f(t) dt (5)

dir. Ayn¬zamanda IV) den, h(z) fonksiyonu Re z � 0 da holomor�k olmak üzere

�(z + 1) =
1

z
+ h(z)

dir ve böylece

g(z) =
� (z + 1)

z + 1
� 1
z
=
h(z)� 1
z + 1

fonksiyonu Re z � 0 da holomor�ktir.

Re z > 0 için

g(z) =

1Z
0

e�zt (f(t) + 1) dt�
1Z
0

e�zt dt

=

1Z
0

e�ztf(t) dt

bulunur.

Şimdi aşa¼g¬daki teoremi gözönüne alal¬m:

Teorem 1 (Analitik Teorem) f(t) (t � 0) s¬n¬rl¬ ve yerel integrallenebilir bir

fonksiyon olsun ve

g(z) =

1Z
0

e�ztf(t) dt Re z > 0

fonksiyonu Re z � 0 üzerinde holomor�k bir fonksiyona genişledi¼gini varsayal¬m. Bu

halde,

lim
T!1

TZ
0

f(t) dt
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integrali vard¬r ve g(0) a eşittir.

Bu bize (5) ile birlikte V) i verir. Analitik Teorem�in ispat¬daha sonra verilecektir.

VI. � (x) � x dir.
·Ispat : � > 1 olmak üzere yeterince büyük x ler için � (x) � �x gerçeklendi¼gini varsay-

al¬m. � (x) artan oldu¼gundan yeterince büyük x ler için

�xZ
x

� (t)� t
t2

dt �
�xZ
x

�x� t
t2

dt =

�Z
1

�� s
s2

ds = � (�) > 0

olur. Di¼ger taraftan, V) ten her " > 0 için������
K2Z
K1

� (x)� x
x2

dx

������ < " (K1; K2 > K için)

gerçeklenecek biçimde bir K say¬s¬vard¬r. Bu nedenle böyle bir � bulunamaz.

Benzer biçimde, � < 1 ise yeterince büyük x ler için � (x) � �x gerçeklensin. Bu

durumda t � x için

� (t) � � (x) � �x

olur. Böylece

xZ
�x

� (t)� t
t2

dt �
xZ

�x

�x� t
t2

dt =

1Z
�

�� s
s2

ds = � (�) < 0

bulunur. Ayn¬sebepten dolay¬bu da mümkün de¼gildir. O halde

� = lim
x!1

sup
� (x)

x
> 1

ve

� = lim
x!1

inf
� (x)

x
< 1

durumlar¬n¬n her ikisi de imkans¬zd¬r. Bu nedenle de ayn¬olmak zorundad¬r, yani � (x) �

x dir.
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Asal Say¬Teoreminin ·Ispat¬:

�(x) =
X
p�x

log p: �
X
p�x

log x = � (x) log x

gerçeklendi¼ginden

lim
x!1

inf
� (x) log x

x
� lim

x!1
inf
� (x)

x
= 1

bulunur. ·Ikinci olarak, 0 < " < 1 ise

�(x) �
X

x1�"�p�x

log p

� (1� ")
X

x1�"�p�x

log x

= (1� ") log x
�
� (x) +O

�
x1�"

��
olur ve her " için

lim
x!1

sup
� (x) log x

x
� 1

1� " limx!1 sup
�(x)

x

bulunur. Böylece

lim
x!1

� (x) log x

x
= 1

ç¬kar.

Analitik Teoremin ·Ispat¬: (Newman) C de holomor�k olan

gT (z) =

TZ
0

e�ztf(t) dt

diyelim.

lim
T!1

gT (0) = g(0)

oldu¼gunu göstermeliyiz.
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R sabit olsun ve � > 0 say¬s¬n¬, g(z) fonksiyonu

C içinde ve üzerinde analitik olacak biçimde

yeterince küçük alal¬m. Cauchy formülünden

g(0)� gT (0) =
1

2�i

Z
C

(g(z)� gT (z)) ezT
�
1 +

z2

R2

�
dz
z

(6)

dir.

C+ : C \ (Re z > 0)

yar¬m çemberi üzerinde,

B = sup
t�0

jf(t)j

olmak üzere, integrand
2B

R2
ile s¬n¬rl¬d¬r. Bu yüzden, Re z > 0 için

jg(z)� gT (z)j =

������
1Z
T

f(t) e�zt dt

������
� B

1Z
T

��e�zt�� dt
=

Be�Re zT

Re z

ve ����ezT �1 + z2

R2

�
1

z

���� = eRe zT � 2Re zR2
�
z = Rei�

�
dir. Böylece C+ üzerinde al¬nan (6) integrali,

Be�Re zT

Re z
� eRe zT � 2Re z

R2
� �R 1

2�
=
B

R

oldu¼gundan,
B

R
ile s¬n¬rl¬d¬r.
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Sonra aşa¼g¬daki bölge üzerindeki integrali gözönüne alal¬m:

g(z) ve gT (z) fonksiyonlar¬n¬ ayr¬ ayr¬ inceleyelim. gT (z) tam fonksiyonu için bu yol

aşa¼g¬daki ile de¼gi̧stirilebilir.

Yine integral
B

R
ile s¬n¬rl¬d¬r, çünkü

jgT (z)j =

������
TZ
0

f(t) e�zt dt

������
� B

TZ
0

��e�zt�� dt
� B

TZ
�1

��e�zt�� dt
=

Be�Re zT

jRe zj

dir ve �����1 + z2

R2

�
1

z

����
de önceki gibi C 0� üzerinde ayn¬de¼gere sahiptir.
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GeriyeR
C�

ezTg (z)

�
1 +

z2

R2

�
1

z| {z }
T den ba¼g¬ms¬z

dz

integrali kal¬r.

Yol üzerinde
��ezT �� � 1 dir ve Re z < 0 için

lim
T!1

��ezT ��! 0

d¬r. Bask¬n yak¬nsakl¬ktan, T ! +1 iken integral ! 0, � sabittir. Bu nedenle

lim
T!1

sup jg(0)� gT (0)j �
2B

R

olur. R key� oldu¼gundan, teorem kan¬tlanm¬̧s olur.

Uyar¬: Riemann asal say¬lar için, � (s) nin 0 < Re s < 1 içindeki s¬f¬rlar¬� ile ba¼glant¬l¬

olan aç¬k bir formül kan¬tlad¬. Bu ispat¬n von Mangoldt taraf¬ndan verilen geli̧smi̧s biçimi

aşa¼g¬daki gibidir:

�(x) =
X
p�x

log p

= x�
X
f�g

x�

�
+
X
n�1

x�2n

2n
� log 2�:

von Mangoldt, her � için Re � =
1

2
oldu¼gunu tahmin etmi̧stir. Bu ünlü Riemann

Hipotezidir.
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