8.04 Kuantum Fizigi Ders X

Schrodinger denklemi

0 2 020

5 ~ o g (x,t) + V(z)¥(z,t) (10-1)

Schrodinger denk. bir V(x) potansiyeli iginde bir boyutta bir par¢acigin hareketini inceler.
o,
zh[—t\lf(:c, t) = ===+ Vig)| Wiz (10-2)

Koseli parantez i¢indeki terim, dalga fonksiyonuna etki eden bir igslemci olup, Hamilton
islemcisi olarak bilinir.

. hQ 02
B=—r 2 ; .
= V() (10-3)
<~

dalga fonk. egriligi
ile ilgili kinetik enerji

ve bu klasik enerjiye karsilik gelir.
_P
E=—+V(x) (10-4)

Not. " isareti islemciyi gosterir.
Schrédinger denk. (SD) bdylece sOyle yazilabilir

ih%‘ll(x,t) = HWY(x,1) (10-5)

SD’nin 6zellikleri

Boslukta EM dalgalarinin dalga denk.

@1
—-——|E=0, 10-6
(ax2 c? 81‘2) ( )
veyahut
mi = F(x) (10-7)

Newton denk.nin aksine SD zamana gore birinci mertebededir.

* W(x,t = 0), daha sonraki zamanlarda W(x,# )’yi hesaplamak icin belirlemek yeterli
olacaktir. ikinci mertebe denk.ler igin fonksiyonun kendisini ve tiirevini, daha
dogrusu esdeger olarak, konumu ve momentumu ¢ = 0 aninda belirlemek
zorundayiz.
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* Pargacigin konumu ve momentumu es zamanli olarak dalga fonksiyonu W(x,? )
kodlanmustir. Bu 6zellik W(x,# ) nin karmagik olmasi gercegi ile yakindan ilgilidir.

Ornek. Saga dogru hareketli tek dalga boylu elektrik alani:

E_(x,1) = E¢ cos (kx — wt), gergel (10-8)
Bazen kompleks yazilim1 kullaniriz:

E = Epe™ (10-9)
ancak daima elektrik alanin1 gercel kisim olarak hesaplariz. Sola dogru hareketli dalga

E_(x,7) = E¢ cos (kx — wr) (10-10)

Dalganin saga m1 yoksa sola m1 hareket ettigini bilmek icin E *yi bilmemiz gerekir.

E
(4]

o ., M 7

Sekil I: Gergel elektrik alaninin herhangi bir sbt zamanda (# = 0) hareket yoniinii belirtmesi
imkansizdir. Hareket yonii i¢in zamana gore tlirevini (momentum yonii) belirlememiz

gerekir.
KM dalga fonk. Gergekten komplekstir:
W (x,0) =W saga hareketli (10-11)

W (x,f)=We * it sola hareketli (10-12)

* W(x,¢ ) dalga fonk. kompleks olup, SD kompleks dalga fonk.’nun uzayda ve
zamanda nasil ilerledigini betimler.

* SD goreceli degildir.

* SD dogrusaldir, yani y; ve y» ¢oziimleri ise ¥ = ¢y + c2yn de ¢oziimiidiir ve ¢y,
¢ keyfi kompleks sayilardir: dalgalar i¢in iistiiste binme ilkesi.
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Sekil II: Zaman sbt.ken kompleks diizlemde alinan bir foto hem momentum siddeti
hk()» = 2T’T)Ve hemde hareket yonii (momentum yonii)nii, kompleks diizlemdeki kiraliteyle,

yani sagel veya solel civata yoniiyle belirler.

o~ T~ |7 )

=y m—
K .‘H'G!\' :

“olasilik yogunlugu olup, uzayda pargacigi bir konumda bulmay1 belirler.

Sekil III: "I’(x,t)

Dalga fonksiyonunun W(x,¢ ) yorumu

Bir ¢ zamaninda pargacigin konumu {izerine bir 6l¢iim yaparsak, onu x ve x +dx arasinda
bulma olasilig1 "I’(x,t) ® ile verilir. SD kismi dif. denk. olup (hem < hemde %) ihtiva eder.
V(x) zamandan bagimsiz oldugundan, SD iki adet adi dif. denkleme ayristirilabilir.

| W(x,t) = T()y(x) | anzats

Boylece SD su durumu alir

dT h* d?
thb(:b)%(f) =1T(t) {—% ;i(f) + V(l)i/)(i)} (10-13)
T(t)y(x) # 0 olmak tizere 7T(¢)y(x) ile her iki tarafi bolersek
L1dr, . R d*p(x) / 1
thﬂa) = {—% 00 + V(x)d)(:c)} ) (10-14)

Esitligin her iki tarafi da farkli degiskenlere bagl oldugundan, bunlar sbt olmalidir. Bu
sbt’i £ olarak, yani sistemin toplam enerjisi olarak ele alirsak:
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T A
z’h(fi—f(t) = ET(t) = |T(t) = Ce™iBW/h (10-15)

Zaman bagimliligi, £ agisal hiziyla zamanda evrim yapan bir faz ¢arpanidir. W(x)

denklemi
n o ‘
{—%@ + V(:L)} (x) = E(x) = zamana bagimh (10-16)
Hi(z) = Ev(z)| = zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi (10-17)
- n o
OV (x,t ~
ih# = H0(x,t) (10-19)

ise zamana-bagh Schrodinger denk.dir. Zamandan bagimsiz SD: Hy(x) = Evp(x) bir
0zdeger denklemidir (dalga fonksiyonuna etki eden islemci ayn1 dalga fonk.’nu E ile
carpilmis olarak ortaya ¢ikarir). KM’de bu Heisenberg matris yazilim sekli olup; matrisler,
ozvektorler ve 6zdegerleri hatirlatir. 1, (x) ¢coziimii SD’nin zamana bagli ¢6ziimii olup, £,
0zdegerli bir sistem 6zdurumunu gosterir. Bir 3, (x) 6zdurumunun zamansal evrimi en
basitge

¥ (x,1)=e"""yp,(x) (10-20)
olarak verilir.

Gorevimiz tiim 1, (x)’ler ve bunlara kars1 gelen E, 6zdegerlerini bulmaktir. Daha sonra
gosterecegimiz gibi sorun tamamen ¢oziilmiistiir: SD denk.ni ¢6zen keyfi bir durum,
Ozdurumlarin bir iistliste binmesi gibi yazilabilir. £, 6zdegerleri kesikli degerler (Bohr
atomundaki gibi) alabilir veyahut bunlar bir siireklilik tegkil ederler (serbest bir pargacigin
enerjileri gibi). Daha genel olarak, SD, I:IUJE()C) = Ev,(x) nin bir ¢6ziimi ¢z (x), E i¢in
olup buna enerji 6zdurumu veya enerji 6zfonksiyonu denir. Bundan baska; momentum,
konum, agisal momentum, vs gibi nicelikler i¢inde 6zdeger denk.leriyle karsilasiriz.

ﬁ P (x)

2m  Ox?

+ V(z)Ye(x) = EYg(z) (10-21)

dif. denk.nin ¢6ziimii, £ enerji parametresi olmak tizere, 1 (x) olsun. Simdi basit bir 6rnek
ele alalim.
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Sekil IV: Sonsuz kuyu
Sonsuz duvarl bir kutudaki parcacik

h* d?
— %@V) + V(2)y(z) = Ep(x) (10-22)

V' — o iken, 3 (x) = 0 olmasin1 6ngdriir (aksi takdirde £ veyahut egrilik sonsuz olmali) =
x <0 veyax > aicin Y(x) = 0 olmalidir. 0 <x < g araliginda

hQ d2
— ——— ¢ = E(: 10-2
5 g ¥ = EY(a) (10-23)
veyahut omE
W = (@) (10-24)
olur.
2m‘E‘2

Eger E <0 ise, ¢oziimler k* = — 7 Olmak lizere ¢ seklindedir. Dalga fonk.

y(x)’in siirekli olmasi gerekir (kesiksiz), aksi takdirde 2~ sonsuz olur. y(x) = 0 olabilmesi
icin, 1 = Ae™ + Be™ de 4 = —B olmalidir., ancak y(x) # 0 ve 1 siirekli olamaz. = negatif
ozdegerler E igin hi¢chir ¢oziim yoktur.

E >0 ise, ¢oziimler k° = 2L (veya sinkx, coskx) olmak iizere, ™ seklindedir.
E’nin veya k’nin izin verilen degerleri sinir sartlariyla belirlenir. y(x) = 4™+ Be ™
yazilirsa, (0) =4 + B =0’dan 4 = —B olmalidir. y = 0 i¢in,

Ae™ — Ae™™ = %(e”‘“ - e‘”‘“) =2iAsinka =0 olmalidir. Bu durum ancak, ka = nst veyahut

k,=nZ, n=12,3,...(n=0,1p =0)olmasi halinde ger¢eklesir. Boylece 5zdegerler

n

n2k? 2,2 2 [P - .
E =5r=2%p" ,n=123,...... enerji 6zdegerleri

m 2ma*

olup, buna kars1 gelen 6zfonksiyonlar,
Y,(x)=C,sink,x = C, sin(nm %)

olur ki burada C, kompleks sayilardir. Yukaridaki durum KM’nin genel bir 6zelligidir.
Dalga fonksiyonu tizerindeki sinir sartlart enerji diizeylerinin kuantumlanmasina yani
sadece kesikli enerji diizeylerine izin verirler.
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Sekil V: deBroglie dalgaboylarinin ¢gogunlugu yikici girisime yol agar.
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Sekil VI: Sonsuz duvarli bir kutudaki 6zdurumlar

Sebep. Yapici girisim, tam bir yoldan sonraki kararl faz, diger ¢ enerjileri i¢in disa dogru

girisim yapar. ﬁ/}n(x)
ki pargacig1 uzayda herhangi bir yerde bulmayi bire esitleyelim.

’ ’yi olasilik olarak yorumlamak i¢in onu normallestirmemiz gerekir

f dx‘w(x)‘z =1 Dalga fonk. normallesmesi (10-25)

*21 dir.

C,

Burada j‘oalxv,un(x)‘2 = |Cn|2}dx sin’(nws)=1a
—o 0

Dalga fonk. nun toplam global fazinin higbir fiziksel sonucu yoktur ve C,’1 gergel
olarak seceriz, Boylece

\/5 | ( x)
u, = 4|—sin| nw—
2 a

n=123,.....(0<x <a, u, = 0 bagka durumda) olmak iizere kare kuyunun normallesmis
O0zdurumlarini buluruz.

Not. Pargacigin kutudaki durumda minimum enerjisi sifir olmayip, bir taban durumu
E = Z;ZZ enerjisiyle verilir. Buna bazen sifir-nokta enerjisi de denilir.
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