8.04 Kuantum Fizigi Ders X1

Parcacigin bulunabilecegi bolgede V(x) = 0 oldugundan, sifir-noktasi enerjisi bu
durumda tamamen kinetik olmalidir. Bu enerjiyi Heisenberg belirsizlik ilkesini
kullanarakta tahmin edebilirdik: Par¢acig1 Ax = a gibi bir bolgeye sikistirmak suretiyle,

4p)?
2m

momentumu bir belirsizlik Ap ~ - = Lve kinetik enerji olarakta % buluruz.

0 < x <aaraliginda V(x) =0 ve —%% = Ep oldugundan ve KM’de E = %, bu

durumda momentum, dalga fonk.’nun £- ve kinetik enerjide jx—zz egriligi ile ilgilidir.

Ozfonksiyonlarin 6zelliklerini kullanarak,

/Z dzu) (z)um(r) = /Oa dx% sin (nw%) sin (mﬂ'%) (11-1)
_1 /Oa dx {COS ((n - m)ﬂz> — cos ((n + m)w£>} (11-2)

a a a
_ sin((n —m)m)  sin((n + m)m) (11.3)
(n—m)m (n+m)m
0 for
_ { or n # m, (11.4)
1 forn=m.
0 f ,
B, = OF 10571 — Kronecker delta (11-6)
1 for n =m.

Bu genel bir 6zellik olup, bu 6rnege mahsus degildir. Farkli 6zdegerlere ait 6zfonksiyonlar
diktirler. Ozfonksiyonlar normallestirilirse, bunlarin ortonormal (normalize dik)
olduklar1 sdylenebilir.

f dxu;, (x)um (x) =0,, ortonormallik sart1 (11-7)

Kutu potansiyel i¢in kompleks eslenik gerekli olmayip, ancak genelde 6zfonksiyonlar
gercel olur, genelde gereklidirler.

fu:undx =f

Baz olarak 6zfonksiyonlar

2 dx =1 normallesme (11-8)

ul’l

Ozfonksiyonlarin bilinmesi ni¢in énemlidir? Kutu potansiyelini ele alalim: Fourier
teoremine gore, Y(0) = 0 = yY(a) sinir sartlarin1 saglayan herhangi bir y/(x) fonk.,
sin(nyr f)mn bir toplam1 seklinde yazilabilir.
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8.04 Kuantum Fizigi Ders X1

Not. cos(n:r f) terimleri goziikkmez zira bunlar sinir sartlarini saglamazlar.

u,x sin(mr f) oldugundan, ayn1 zamanda

o0

w(x) = Ecnun (x) Y(x)’in keyfi 6zfonksiyonlarina aginimi (11-9)

n=0

Acimim katsayilari ¢,’leri hesaplamak i¢in, 6zfonk.larin ortonormallik 6zelligini kullanarak

/; ) diwup,b(r) = / dau’, () (i cnun(;z;)> (11-10)

0

o0 n=0
= Z Cn / dzw Ula) = Z CnOmm, (11-11)
n=0 0 n=0
=i gy (11-12)
Boylece aginim katsayisi su integral hesaplanarak elde edilir:
c, = f dxu;, (x)lp(x) acinim katsayilari (11-13)

Burada yine kompleks eslenige, u,, gercel oldugundan, ihtiya¢ duymayiz, ancak onu genel
seklinde yazmis bulunuyoruz. Sayet y(x) keyfi fonk. bu kiimenin fonk.larinin bir iistiiste
binisi seklinde yazilabilirse {u,(x)} fonk.lar kiimesini tam olarak adlandirtyoruz.
Fonk.larin tam ve ortonormal bir kiimesi baz olarak bilinir. Kutudaki parcacik i¢in
tiiretilmis olan yukaridaki 6zellikler, KM’de genelde dogrudur.

1. Bir Hamiltonun enerji 6zfonk.lar1 u,

w9
H=-"" 4v(x) (11-14)
2m ox

bir baz teskil eder ve y(x) keyfi dalgaboyu 6zdurumlarin bir {istliste binmesi
olarak aginabilir ki

w(x)= Y e,u,(x) (11-15)

n

burada c,’ler kompleks katsayilardir. Ozdegerlerin spektrumu veyahut
0zdegerlerin spektrumunun bir kismu siirekli ise, aginim su integrali igerir:

Y(x) = Ecnun(x) + fa’EC(E)uE(x)

n
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8.04 Kuantum Fizigi Ders X1
2. ¢, agimim katsayilar1 su sekilde verilmistir:
c, = fdxu;(x)w(x) , (11-16)
yani, u, 6zfonksiyonlar1 bilinir bilinmez derhal hesaplanabilir.
Vektor Analizine Benzerlik
n-boyutlu bir vektor uzay1 ele alalim. n adet birbirine dik birim vektorler {é;},=1. ., bir baz
teskil ederler. Yani, keyfi bir v vektorii birim vektorlere aginabilir ki:
V = Ci AZ’ 11-17
2 5 b (28)
t=1  kompleks ~ baz
say1 vektorii
burada c¢;’ler uygun se¢ilmis katsayilardir. ¢;’ler tek olarak tayin edilmis olup
Ci=6;" V. (11-18)

olarak yazilir.

Vektor analizi cinsinden, y/(x) dalga fonk.lar1 bir vektor uzay: teskil ederler ki buna Hilbert

uzay1 denilir, enerji 6zfonk.lar1 u,(x) bir baz teskil eder.

,
4

1 -
vV

:‘-'}
< v

,__7
e = ==

Rk
L

?.iI

Sekil I: v’nin ¢&; lizerine izdlistimii

Hilbert uzayinin boyutu, bagimsiz enerji 6zfonksiyonlarinin sayisidir. Eger bu say1 sonsuz

ise, Hilbert uzay1 sonsuz boyutludur.

Bunla ilgili olarak asagidaki bagintilar vardir:
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KM

vektor analizi

dalgafonk.: y(x)
enerji 6zfonk.: ui(x)
bagimsiz u;(x) sayist
fdxuf(x)w(x)

zdxw:‘(x)w;(x)

[t (x)ie () =,
Y(x) = Eiciui(x), herhangi y(x)

Ozdeger denklemi:
HUJE(X) = EUJE(X)

Hermit-sel islemcilerin 6zfonk. kiimesi bir
baz teskil eder, Hamilton boyle bir
islemcidir.

vektor: v

baz vektorii: é;

vektor uzaymin boyutu
skaler carpim: é; - v

skaler carpim: vy - v2

A

ortonormallik: é; - é; =3y

tamlik: v = Ec

i

-e, , herhangi v

i

Ozdeger denklemi:
Mv =mv

Belli tiirdeki matrislerin 6zfonk.larimin
kiimesi bir baz teskil eder. (kendine ek
matrisler M'= M.)

Ac¢inim Katsayilarinin Fiziksel Yorumu

Keyfi baz1 y/(x) fonksiyonunu (sinir sartlartyla uyumlu) kutu i¢inde hazirladigimizi kabul

edelim.

/
S e

Sekil II: Kutudaki bir dalga fonk. Ozfonksiyonlar cinsinden aginiminin gosterilmesi
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8.04 Kuantum Fizigi Ders X1

« Ozfonksiyonlara aginim:

i) = euile) (11-19)
— é u () + coua(z) + . .. (11-20)

* ¢;’'nin faz1 (isareti) onemlidir ve genligin ¢ogunun sagda m1 yoksa solda m1
oldugunu vs. belirler.

ci|’nin daha biiyiik olmasi, y(x) nun u;(x) gibi oldugunu gosterir. (y(x)’in u;’ye
izdlisiimiiniin daha biiyiik olmasi su benzerligi ortaya ¢ikarir: ¢, = f dxuf(x)w(x))‘

2

. E |c i| yi hesaplayalim:

i=1

i leif? = icé‘q (11-21)
=1 =1

= Z;cz‘/dxuf(x)w(x) (11-22)

__(/"dxw<x>j£jc¢u:cr> (11-23)

=1

_/dam/)(x) < c,u,(x)) (11-24)

~ [ dwota @) (11-25)

=/ﬁﬂwmﬁ (11-26)
1 (11-27)

w 2
E|ci| =1 oldugundan,
i=1

gosterir. Burada parcacik keyfi bir y/(x) fonk. ile baglangigta hazirlanmis olup,

sayet parcacik enerjisini tayin etmek {izere bir 6l¢iim yapilmis ise yorum dogru
olur. Pargacigin enerji 6zdurumunun dl¢iimii ne sekilde yapilir? = Pargacigin
enerjisini Ol¢iin.

2 . [ - .. -
cl.| niceligi, par¢cacigin bir i durumunda bulunma olasiligini

_ 2 _ _hzﬂz
E, =¢en”, e=E =",
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sadece bu degerler lcyl? olasiliklar ile

/ ~—__ Olgiilebilir.
olasilik y ./ \ 5 TS
legl? &
il h
| S ”

o €, & 4 3 H C

Sekil III: Enerji 6zdurumlarindan biri olmayan W enerji durumundaki pargacigin
cl.|2 olasiliklariyla farkli £; degerlerini verebilir.

enerjisinin dl¢limil,
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