8.04 Kuantum Fizigi Ders XII

Enerji Olgiimiinden sonra

Sonucu E; olan enerji dl¢limiinden sonra pargacik enerji 6zdurumu u;’de olacak ve daha
sonraki ardisik tiim enerji dl¢iimleri £; enerjisini verecektir.

Ol¢iim yapilmadan 6nce enerji nedir?

Eger y(x) bir 6zdurum degilse, enerji “belirsiz”dir. Bir 6l¢iim farkli enerji degerlerini
ortaya cikarabilir ancak sadece olasiliklar 6ngoriilebilir. Ancak, enerjinin bir ortalama
degeri hesaplanabilir:

(E) = Z lcal?E,| —  genel olarak gegerli (12-1)
n=1

¢, agiim katsayilarmin tanimini kullanarak, bunu sdyle de yazabiliriz
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Y(x) durumundaki enerjinin beklenti degeri:

(E) = / dey*(z)Hip(z)| — sadece kutu potansiyeli degil herhangi bir (12-2)
: potansiyel i¢in gegerlidir.

Hamilton islemcisi ve enerji

Bir par¢acigin p momentumuna A, = % deBroglie dalgaboyu ile ilgilendirirsek, bu
takdirde onu k = 3~ = 2 _ 2 veya p =hk dalga vektérlii bir diizlem dalga ™ ile temsil

edebiliriz. Bundan sonra, y(x)’in ¢(k) doniisiimii £ dalga boylu bir diizlem dalganin genlik
olasiligini vereceginden k —

(v = = [ avotmre™). (12:3)
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8.04 Kuantum Fizigi Ders XII

momentum beklenti degeri
w) = [ arnkjolr)? (124
) = [ antb?loc) (125

ile verilir.

Not. 5inci derste Fourier doniistimlerinin 6zelliklerini kullanarak bu beklenti degerlerinin
sOylece de ifade edilebilecegini gérmiistiiniiz.

h 0
o) = [ dov @) 5 vta) (12:6)
f hoo\
(p*) = /dl’¢*<x> (;%) Y(x) (12-7)
Buradan KE’nin beklenti degerinin degeri:
2 . h2 82
(T) = <%> = / dzx*(x) (—%@) P () (12-8)

Potansiyel enerjinin beklenti degeri hangi bliyiikliiktedir?

V(x) potansiyeli par¢acigin x ve x+dx arasinda bulunma olasilig1 ile agirliklandirilmalidir,
boylece

V) = [av@lol = [ @y (12:9)

(E) =(V) +(T) oldugundan, buradan
(E) = /da;z/)*(x) (—;—m% + V(x)) () (12-10)
E / da* () Hi(x) (12-11)

Bu s6ziim ona “sandvi¢ sekli” olup enerjinin (beklenti degeri) ortalama degerini bulmaya
yarar.
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8.04 Kuantum Fizigi Ders XII

W(x), Ey 6zdegerli bir enerji 6zfonksiyon ise, yani eger
Hy, (x) = Eqy, (x), ise boylece

= / dxyy, (v) Eot g, ()
— By [ dalin, ()]
. (12-12)

burada dalga fonk.’nun normallestirildigini unutmamaliyiz. W(x, ¢) = T (f)y (x) kabulii,
Schrodinger denk. ¢ozerken yapildiginda, Ej sabitinin gergekten sistemin enerjisi oldugunu

gosterir. Bir 9] islemcisi y/(x) dalga fonk.’na etki ederse beklenti degeri <0> sandvig
seklinde

<O> = / da* (2) O (z) (12-13)

yazilabilir. Bu takdirde

(E) = <H> - / dz*(z) Ho () (12-14)

olur. y/(x) ile betimlenen durumun ortalama enerjisi, Hamilton islemcisi H’nin beklenti
degeridir. Boylece H Hamilton islemcisinin 6l¢iilebilir nicelik enerji ile ilgili odugunu
sOyleyebiliriz. T islemcisi kinetik enerjiyle ilgili olup,

T=-—— (12-15)

(T)= <f“> = f dxy” (x)Tp(x) olup, Ste yandan potansiyel enerji islemcisi V sadece bir
carpan faktoridiir

V=V(z) (12-16)

ve (V)=(V) = [ dxy"(xVp(x) dir.

Nigin potansiyel enerji basit bir ¢carpan faktori ile ilgili iken kinetik
enerji bir ikincti tiirev ile ilgilidir?

Ciinkii biz gercel uzay y/(x)’deki dalga fonk.lar1 ile ¢alisiyoruz. Yani, biz konum uzay1
veyahut konum temsiliyle tanimlanmis dalga fonk.lariyla ugrastyoruz demektir.
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8.04 Kuantum Fizigi Ders XII

Baska bir olasilik ise momentum uzayinda (momentum temsili) caligmaktir. Bu takdirde
dalga fonk. momentum uzayindaki olasilik genligi demektir ki bu da y(x)’in ¢(p) Fourier
doniistimii olur. Boylece KE’yi hesaplamak i¢in herbir p i¢in par¢acigin momentumunun p

ve p+dp arasinda olasiligini % ile agirliklandirmaliy1z:

2 2
p b 2
— )= [ dp— 12-17
(2= [l 1o (12:17)
p2
= [ dpo*(p)— 12-18
[ v 0) 2ot (12-15)
Momentum uzayinda KE islemcisi basit bir ¢carpandir.

S A &
T=-—=-"-| — momentum uzayinda (12-19)

2m  2m

¢(p) momentum uzayindaki dalga fonksiyonlar1 cinsinden V(x)
potansiyel enerjisi nasil hesap edilir?

Not. Ders 5’te gostermistik ki

. L0\
() = / dpe”(p) (’ha_p> ¢(p) (12-20)
n\ __ * - g " :
(z") = / dps*(p) (Lhap) o(p) (12-21)
Sonug olarak, herhangi bir potansiyel fonk. i¢in
V(z) =) ama" (12-22)
n=0
(V) beklenti degerini hesaplayabiliriz:
0
)= [ (in) o)
= / dp¢* (p)V é(p) (12-23)

Sonug olarak, momentum uzayinda PE’nin islemcisinin temsili:
y

5 0
V=V (zh%> , (12-24)
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8.04 Kuantum Fizigi Ders XII

burada islemcinin bir V fonk. Taylor aginimi cinsinden ifade edilmistir Denk. (12-22).
Burada Hamiltonun

H=T+V (12-25)
1 (ko)
= <;%> + V() konum uzayinda (12-26)
p* 0
— o Vi momentum uzayinda (12-27)
2m op

SD denk. daima aynidir:

0 %
zha‘ll(x, t)= HU(m,1) zamana bagimli SD (12-28)
m%(p(pj) = ﬁ[cl)(p,t) zamana bagimli SD (12-29)
Hi(x) = Ey(x) zamandan bagimsiz SD (12-30)
He(p) = E¢(p) zamandan bagimsiz SD (12-31)

Ornek. Harmonik salmici i¢in, SD (uygun segilmis birimlerde) konum ve momentum
uzayinda ayni goriintimdedir.

1. lineer potansiyel V (x) = Ax

2

h
_%’(///(1’) + Azyp(z) = Ey(z) konum uzayinda (12-32)

P?

2—¢(p) + ihA¢'(p) = E¢(p) momentum uzayinda (12-33)

m daha basit denk.

2.  harmonik salinici: V(x)=%ma)2x2
1) + Lmusap(a) = Bue) (12:34)
- —mw z () = -

om 2 e
pQ 1 2 2 1
o $(p) — SR mw " (p) = E¢(p) (12-35)

Uzayin birinde ¢ozlimleri biliyorsak, digerinde ¢oziimleri biliyoruz demektir. Harmonik
salinict konum ve momentumda simetriktir.
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Dalga fonksiyonunun zaman evrimi

t = (’da sonsuz bir kutudaki pargacigi ele alalim, y(x,# =0). Bunu y(x,# =0) = cjui(x) +

oo

cup(x) + ... = Ecnun(x) 0zdurumlarma agalim. Herbir 6zdurum u,(x,f) kendi 6zenerjisi
n=1

E, ile verilen bir hizda evrime ugradigindan,

Un(Z, 1) = tn (2,8 = Q) 4" (12-36)
= () Ent/P (12-37)

daha sonraki t zamaninda y(x,) dalga fonk. lineer iistiiste binme ile verilir ki

U(a,t) =Y ety () i/ (12-38)
n=1

burada ¢, acinim katsayilar1 1 =0’da hesaplanmustir:

Cp, = /OO dau; (x)¥(z,t = 0) (12-39)

e}

Béylece enerji 6zdurumlarmin ve zdegerlerin énemi: Ozdegerler sadece bireysel enerji
Ol¢timlerinin olas1 sonuglarini temsil etmeyip, ayn1 zamanda keyfi bir baslangi¢ zamaninda
Ozdurumlar ve 6zdegerlerin bilesiminin zamansal evrimini yazmak miimkiin olur.

Bir pargacik nasil hareket eder?

Ornek. y(x,t =0)= f(ul(x) + uy(x)). Pargacik, temel ve ilk uyarilmis durumun iistiiste

binmesinde esit dagilimdadir.

1

U(x,t) = % [ul(x)e’mlt/h + ug(rﬁ)e’iEQt/h] (12-40)
L imm i(Ea—E
= ——e /R [y (1) 4 ug(z) et B~ BVH/R 12-41
5B u(a) + ) ] (12-41)
1 I
(2, ) = 5 lua(2) + ua(a)e P (12-42)

Herhangi bir sabit konumda, u; ve u, arasindaki girisim teriminin agisal hizi

Ey, — E;

. (12-43)

Wa1 =

olacak sekilde yapici ve yikici girisimler arasinda salinir. Enerji farki pargacigin kutunun
bir yarisi ile digeri arasindaki titresimi belirler.
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Sekil I: Taban durumu ve birinci uyarilmis durumlarin bir istliste binmesindeki pargacik
iki durumun enerji farkina karsi gelen bir frekansla titresim yapar.

Not. W(x,t =0) bir 6zdurum olup, W (x,z =0) = u, (x) ise bu takdirde | W (x,7) | *= | ¥ (x,0)| >
olur, yani olasilik yogunlugu zamanla degismez: Bohr kararh durumlari enerji
o0zdurumlaridir.

Tiresen bir elektron (pargacik) en azindan iki enerji 6zdurumunun bir {istiiste

binmesidir. Bir Lyman a fotonu nesreden Bohr atomundaki bir elektron (£,) temel durumu
ve (E,) birinci uyarilmis durumun bir iistiiste binmesidir. Bu elektron uzayda % frekansi

ile yani tami1 tamamina nesredilen Lyman o fotonunun frekansiyla titresim yapar.

Kutu 6rnegimiz ayni zamanda sunu ortaya koyar: Ne kadar ¢ok yerlesik baglangic
konumsal dagilimi y (x,0) varsa o kadar ¢ok 6zdegerler ise karisacak ve zaman evrimi ¢ok
daha karmasik hale gelecektir. (E>— E1) /A, (Es—Ey) /h, (E3— E») /h,...)da titresen girisim
terimleri olacaktir. Pargaciklarin tiim hareketi titresen girigimi igerir.

SD ve Klasik Mekanik arasindaki bagint1 nedir?
KM, Klasik Mekanigi limit durumunda tekrar meydana getirmelidir
* Klasik Mekanik p=my =m<%

* Bu ve (diger) klasik denklem(ler), KM beklenti degerleri (ortalama konum,
momentum) ni en azindan limit durumunda saglar.

. m<%> yi hesaplayalim: sadece dalga fonk.’nun zamanla degisiminden dolay1 bir
degisme ortaya ¢ikar, x koordinati, SD denk.de parcacigin konumu degildir.
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dx d
m<E> mE< x} (12-44)
m%/dx\ll*(x,t)xlll(x./t) (12-45)
ov* ., o0V
= m/drc{ 5 ¥+ Uy 5 } (12-46)
1 2 020 1 [ no*v
h m/dz’ [—zh { 2m Ox? +Vi@w }x\j[; - Yin {_%@ Vi )\IIH
(12-47)
ho [~ 0?0 , 0% 1 . .
=5 | dx {lelf v xﬁ} ~ /da? UV (2)aV — U2V (x)V]
(12-48)
Ikinci terim sifirdur, ilk terim ise kismi integrasyon ile almabilir:
0*u* o (ov* ov* 0
¥ = — ¥ | — Y
022 Oz ( Bz > oz 9z V)
o [o0v* (?\I/* ov* v
Benzer sekilde,
0*W 0*u* '
UV'r—r = Y 12-5
a2 ( 022 ) (12-50)
o [ov* ov ov* ov
= — U — Uy - U4 U — 12-51
A Ox [ Ox dx} Ox O (12-51)
o |[oyY* ov 0 ov
= — Ux — — (V") + 20" — 12-52
Om[d i dx} ’L‘( )+ Ox (12-52)
oV n o
— =-——= )| W 12-5
ih ey ( o D’ + V(a’)) — SD (12-53)

Dalga fonk.’nun normallestirebilmesi i¢in, onun +o0’da f den daha hizli bir gekilde yok

olmasi gerekir. Sonug olarak, 4’daki ilk iki terim iizerine alinan integral sifir olur ve geriye
kalan ise,
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m% ) QE/ dl2\11* (12-54)
:/Z AU (z, 1) (?%) W(x, 1) (12-55)
_ / " de Wz, OpU(z, 1) = (p) (12-56)

olur.

SD’den ortaya ¢ikan sey, momentumun beklenti degerinin par¢acigin kiitlesiyle
konumunun beklenti degerinin zamanla degisiminin ¢arpimina esittir:

me () = (p) (12:57)

L2 >nin konum temsiliyle

Bu denklem SD denk.den, momentum islemcisi p =
birlesiminden ortaya ¢ikmaktadir. | nin goziikkmesi momentumun kompleks (imajiner) mi
oldugu anlamina gelmektedir? {p) beklenti degerinin kompleks eslenigi (p) "yi W (x,7) gibi

keyfi bir durum igin hesaplayalim...
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