8.04 Kuantum Fizigi Ders X1V

Boslukta Dalga Fonksiyonlarinin Normallestirilmesi

Konum temsilinde momentum 6zdurumlart, u,(x)

) h O
pu,(x) = 7%%(@) = pu,(z), (14-1)
ile belirlenir ve -
up(x) = Le”””/h (14-2)
b 27h

ile verilir. Ancak, boslukta normallestirilecek bir olasilik yogunlugu gibi yorumlanamaz
w 2
zira ‘up(x)‘z =5-ve f dx‘up(x)‘ raksar. Bununla beraber, bunlar siireklilik

ortonormallik sartimi saglarlar.

/OO dru, (2)uy () = o(p — p') | (14-3)

e}

Bu normallestirme ‘up (x)‘2 = 5+ ile verilen diizgiin bir pargacik yogunluguna kars: gelir.

Simdi olasilik akim yogunlugunu asagida belirlendigi lizere hesaplamaya ¢alisalim

@) = g [ @500 - (G @) v |~ RzPers

Notlar1

P(x) = up(x) igin

v h 1 Jap ip

j($)_2im27rh[h ( h)] (14:5)
_ 10
- 2thm’ (14-6)

buluruz ki bu v = £ hiziyla hareket eden diizgiin bir par¢acik yogunlugu

e, (x)]” = 34 bekledigimiz gibi bulmus oluruz.

Genel olarak, y(x) = Ce™ bir dalga fonksiyonu segilirse bu hiz1 £ bir pargacik yogunlugu
W(x)‘z = |C |zve bir parcacik akimi j(x) = |C|2 £ ’ye kars1 gelir. Normallestirme sorunu ile
ugrasirken degisik momentum durumlari sunlardir:

1. Dalga paketleri

Sonlu sayida momentum 6zdurumlarin bir iistiiste binmesi normallestirilemez,
ancak sonsuz sayidaki momentum 6zdurumlarindan kurulu olan bir dalga paketi
ise Ustliste bindirilebilir (Fourier bilesenleri).
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Yix)

x — xo (p— ) iken

— W(x), pp) =0
X 1
¢ (p) ﬁ(

hizl ulagir.

1
o ) den daha

Sekil I: Konum uzayindaki y(x) dalga paketi veyahut momentum uzayindaki ¢(k), biiyiik x

(veya k) degeri i¢in x " (k%) den daha hizli olarak diisiis gosterir.

2. Peryodik sinir sartlar

Sonlu L uzunluktaki bir kutu kabul edelim, bunun gerektirdigi sinir sartlar

Y(0) = (L)

(14-7)

e™'" diizlem dalgalari icin bu e”'" =1 veyahut % =kl = n2m , n tamsay1
gerektirir ve momentum kuantumlasmistir ki p, = nhik olup k, = 2~ ile verilir.
Buna kars1 gelen momentum durumlari [0, L] araliginda normallestirilebilir

L
/ dr|Ce™™ /M = L|C|* =1

0

’upn, ('II’.) - Lelpnx/h

VL

(14-8)

(14-9)

— L kutusunda p, = nfik,’l1 normallesmis momentum 6zdurumlaridir.

L
f dxup”*(x)upm (x)=46,, — kutudaki ortonormallik sart:
0

(14-10)

Sabit boyutlu bir kutudaki tiim hesaplar yapilmis olup, L — o (yani kp — 0,
momentum spektrumu siirekli olur) limiti sonradan alinir. Tiim fiziksel anlaml
sonuglar, ilgili araliklara gore yeterince biiyiik bir L alindiginda, kutu boyu L’den

bagimsiz olacaktir.
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o L X

Sekil II: L boyunda peryodik sinir sartlarina sahip bir kutudaki dalga fonksiyonu

Serbest-pargacik dalga paketlerinin zaman evrimi

Boslukta genelde normallestirilmis Gauss dalga paketleriyle ugrasiriz

1 _ 22
\II(xjt —t O) —} We 4117()2

(14-11)

bu sekilde yazilirsa sunlar vardir:

o |U(z,0)* = me_%oz

o [dx|U(z,0)]? =1

o () =0

o (1?) = wy?

o (02) = (2%) — (a)* = wy?
Ax = wy dalga paketinin belirsizligi veyahut rms genisligidir. Ni¢in bu Gauss dalga paketi
seklini tercih ediyoruz?

1. Ogzellikle basit ve simetrik olup, Fourier déniisiimii de ayn1 zamanda bir

Gauss dalga paketidir.
L e
= ik (14-12)
burada ko = 5. (Ak)? = (k) — (k) = ko’

2. KM ile izinli minimum belirsizlik AxAk = %(AxAp = %) dalga paketidir.

3. Fiziksel sistem bundan sonra momentum veyahut konumda Gauss
genislemesine yol acar, yani atom momentumlarinin bir gazdaki 1s1l dagilinm
bir Gauss dagilimidir.
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Bir dalga paketinin v, hiziyla hareketini nasil saglayabiliriz?

(p)=(nk)=0 dan (p) = (hk) = hk, = mv, momentum uzayinda dagilimi yer degistirelim
(bkz Sek. 1),

1 _ —kp)?

W@ 4ko= | (14—13)

¢(k) =

Ters Fourier doniigiimii, yani, konumsal dalga fonksiyonu

1 22
—_— - w 2
(27‘(‘)1/41001/26

U(x,t =0) = iwo? gth1e (14-14)

hala Gauss tipinde olup, ancak bir faz degisimi ¢**e sahiptir. Onceden dalga paketi
iizerinde sbt bir faza sahipti (Denk. 14-11’le kiyaslaymiz). Bu faz degisimi ¢**, konum

uzayinda dalga parcaciginin hizim1 v, = % olacak sekilde “kodlar”: Dalga paketindeki
hakim de Broglie dalgaboyu bir k; dalga vektoriine veyahut bir momentum 7k, e kars1
gelir.

DO k)

Sekil IIT: Ortalama hiz v, = %t ve konumsal dalga fonk. y,(x) = —L—>e “
ile hareketli Gauss dalga paketi
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Bir bosluk Gauss dalga paketi zamanla nasil evrime ugrar?

Genelde, bir dalga fonk. W(x,0), uz(x) enerji 6zfonksiyonlarina agariz ve bundan sonra

enerji 6zfonksiyonlar1 e™™'" olarak evrim yapar.

Boslukta sadece KE vardir. Bu takdirde u,(x) momentum 6zdurumlar:1 boslukta
enerjinin eszamanh 6zdurumlar olurlar.

A2

Hu,(z) = %ul,(m) (14-15)
1 o\ 1,
= = (hie ) ———eire/ 14-1
2m < 0x> w/27rh€ ( 6)
2
p
veyahut
A~ p2
Hu,(x) = %up(x) (14-18)
= Eyu,(x) (14-19)

Enerji 6zdurumlarinin ¢ift dejenere oldugu soylenebilir: £ > 0 olmak iizere enerji
ozdegerinin herbiri i¢in iki farkli momentum durumlarinin ayni (yani us,(x), p =~2mh)
enerjiye sahip olduklar1 sdylenebilir. Buradan p 6zdegerlikli bir momentum 6zdurumu

—iE t/h . - s 1 ee .
zamansal olarak e """ olarak evrime ugrarki bdylece momentum uzayimdaki konumsal

evrim ise zamanla
D(p,) = D(p, 0)e~ /" (14-20)

— boslukta momentum 6zfonksiyonlarinin zaman evrimini gosterir. Dalga fonk. gergel
uzayda ters Fourier doniisiimii W(x,?) ile verilir veya esdeger olarak, kendine kars1 gelen

- —iE t/h - . cr e - o L . .
faz evrim carpanlar1 e """ ile verilen enerji 6zfonksiyonlarinin iistiiste binmesiyle
aynidir.

U(x,t) dp®(p, t)e/h (14-21)

- =
(= [ dv(p. () (14:22)

1 . [)2
= _QWh/deI)(p, 0)ePe/he=zmt/h (14-23)

= / dp®(p, 0)U,(, 1) (14-24)

~ [ vty (a) (14-25)
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burada U, (x,1) = up(x)e_%”h = ﬁei”"/he_iﬁt/h boslukta zamana bagimli momentum

_ _ 1 ipx/h

= ‘\/m e ,
fazlarinin zamanla farkli hizlarda evrime ugradiklarini gosterir. Farkli Fourier
bilesenlerinin “faz disina kosma”si, dalga paketinin konum uzayinda yayilmasina yol acar.
Odev problemlerinde dalga paketinin rms genisligi Ax (f) = w (f)’nin zamanla su sekilde
bliyliyecegini gostereceksiniz.

ozfonksiyonlaridir. Yukaridaki denklem farkli Fourier bilegenlerinin u, (x)

h k2

2

t) = 1 — 14-26
w(t) = w1+ g ( )

Bir dalga paketi farklt momentum bilesenlerine haiz olacagindan, etkili higbir dis kuvvet

2
maw,

olmasa bile serbest uzayda zamanla degisir. ¢ » t, = = gibi uzun siirelerde dalga paketi

w(t) = o=t gibi yayilir ki v, = .2~ hizinda kendi biiyiikliigii ile ters orantili bir durum

olusur. Bu hiz makroskopik dalga paketi biiyilikliigii icin ihmal edilebilir, ancak baslangicta
iyi-yerlesik mikroskopik nesneler i¢in boslukta akla uygundur. Boslukta bir dalga
paketinin yayilmasi, onun biiyiikliigiinde bir parcaciginki ile belirlenemeyeceginin ilk
isaretiydi. Yayilma enerjiye kuadratik bir bagimlilik (lineer olmayan)tan ileri gelmekte
olup, boylece faz evrim hizt momentuma bagli olmaktadir. Kiitlesiz bir pargacik olan
fotonun £ = pc olmak lizere dalga paketinin yayilmasini gosterir (SD denk. goreceli
olmay1p, fotonlara uygulanamaz).

Dalga paketlerinin hareketi, grup hiz1 ve kararh faz

1 _ =2
e two? gih1® (14-27)

\I’(’L,()) = W,

dalga fonksiyonunun ni¢in v, = % hizinda hareket eden bir parcacigi temsil ettigini merak

- : . . AT P
edebiliriz? Tek bir momentum bileseni u, (x,t) = ﬁe “%e™"2" nin tepe noktasi ileri dogru

A =3 yolunu, T = 2* zamaninda alacagindan, bunun hizi

wl_hkl_p_l

= T o o

(14-28)

Bu bir momentum bileseninin faz hizidir.

Pargacik v, = ‘,f—]' faz hiziyla hareket etmez ki burada tek momentumlu pargacigin

diizlem dalgasi ileri dogru hareket eder. O halde bu hiz nedir?
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* isse bakip sunu yazalim:

El = El(kl) = hwl = ha)(kl) = e

2m

- '“22+ik1x—iw(k1)t
,e( 4o )
Kararli fazla ilgili Fermat ilkesini hatirlayalim: yol uzayin bolgesiyle tanimlanmis olup,
burada fazorler cogunlukla bir yonde olurlar, yani, ¢(k) = -+ + ikx + i (k, )t fazi, en

2
4w,

diisiik mertebeli farkli momentum bilesenleri arasinda degisme gostermez ki

oo . [ Ow , Ow
O:%:zx—z(%>t:z<x—<%,>>, (14-29)

x(t) = (g—:) t. (14-30)

veya

Fermat ilkesi grup hizi kavramina yol agar

0y =M _ P (14-31)

e = ) = T

Dalga paketinin sahip oldugu grup hizi, yani yapici girisim bolgesi, ilerleme yapar. Grup

hiztyla faz hiz1 arasindaki fark sundan ileri gelir ki % = ¢, veyahut % = Z((Zf))

serbest uzayda KE’nin momentuma kuadratik bagimliligindandir. Bu durum, boslukta

% = 2 = clineer bir dagilima sahip olan fotonlarm aksine olup, grup ve faz hiz1 aynidirlar.

= ~’den yani
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