8.04 Kuantum Fizigi Ders XV

Tek Boyutlu Potansiyeller: Potansiyel esigi

-

Sekil I: V; yiiksekligindeki potansiyel esigi. Parcacik soldan gelmekte olup, enerjisi £ dir.

Zamandan bagimsiz bir durumu analiz ediyoruz ki burada iyi belirlenmis enerjili
parcaciklar akimi, engelin solundan gelmektedir. Zamandan bagimsiz SD:

Hu(z) = Eu(x) (15-1)
h? d*u
_%@(7’) + V(x)u(x) = Eu(z) (15-2)
d*u 2m
T 2 V@)t (153

V1 sabit bolgesi ¢oziimlerinin niteliksel 6zellikleri:
Eger E— V1 > 0 ise ¢ozlimler % = E —V,, ki gergel olmak iizere e*™* seklindedir.

Yorum. %, V, potansiyel bolgesinde toplam enerjisi £ olan bir parcacigin KE dir. Sola/
saga hareket eden parcaciklara kars1 gelen dalga fonksiyonlaridir.

Sekil II: E-V, = % bolgesindeki par¢acigin kinetik enerjisi olmak iizere SD nin
¢oziimleri diizlem dalgalar olup e*™, burada parcacik enerjisi (sbt) potansiyelden daha
biiytiktiir.

Eger E— 1, <0 ise, ¢ozlimler % =V, - E, K gergel olmak lizere, e™" seklindedir.
Bunlar s6niimlii iissel ¢ziimler olup, soniim sabiti &1 (bozunma uzunlugu &; ) olup,
% =V, - E, E — Viken pargacigin “kayip” kinetik enerjisini temsil eder ve bu durumda

< -l
bozunma uzunlugu x; ~ olur.
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V,
W Bk
o VT
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Sekil III: Parcacik enerjisinin sbt bir potansiyelden daha az olmas1 durumundaki bolgede
SD denk. nin ¢6ziimleri iissel olarak biiyiir ve bozunma fonksiyonlari, e*** dir.
V,-E= % “kay1p kinetik enerjiyi” bu bolgede pargacik i¢in belirler.

hareketli E
dalga

——'——-——%
X X
or /\
h> | iissel olarak bozunan
cam  »*! alan (parildayan dalga)
bosluk

Sekil I'V: Bir cam-vakum ara kesitinde bir 151k dalgasi toplam i¢ yansimaya ugrarsa, vakum
icinde parildayan bir dalga olusur. Toplam i¢ yansimaya ait kritik agrya yaklasik
yaklasilmaz, parildayan dalganin bozunma uzunlugu daha da artar. Bu durum klasik olarak
yasakl1 bir bolgeye (¥, > E) giren pargacikla aynidir. Yasak bolge ne kadar kisa olursa,
bozunma uzunluguda o kadar uzun olur.

Not. E < V) olmak lizere “klasik yasakl1 bolgede” E enerjili par¢acigi bulma olasilig
sifirdan farklidir. Yasak bolge ne kadar az olursa (7, — E nin kiiciik olusu), pargacik yasak
bolgeye daha ¢ok niifuz eder (bozunma uzunlugu x; ' daha uzun olur). Bu olay cam i¢inde
vuku bulan toplam i¢ yansimaya benzer ve olay bir cam-bosluk arakesitinde olusur.

Isik alami “yasak bolge” de sifirdan farkl bir genlige sahiptir. Bunu nasil biliyoruz? Ikinci
bir prizma ile yaklasalim. Parildayan (soniimlii) alan boslukta olur ve ikinci prizmada
hareketli bir dalgaya tekrar doniistir.

Benzer sekilde, enerjisi engeli asamayacak kadar yetersiz ise, par¢acik bir potansiyel
engelinden tiinelleme yapabilir.

Potansiyel esigine tekrar donersek, £ > V, kabul ederek sunlari tanimlayalim:
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/"~ hareketli dalga ikinci camdan
) " 2~ ¢ikar ve yasak bolgeden
/ / tiinelleme yapar.

4 sy

1. cam 1

2. cam

hava
L=

Sekil V: Yasakli bolgeden “tiinelleme” yapan 151k alani, ikinci prizmanin diger yanindan
cikarken gozlemlenebilir.

enerji E ayni1 kalirken
genlik azalir.

- e

klasik yasakli bolge

Sekil VI: Pargacik engelden tiinelleme yaparak, diger taraftan ¢ikarken £ enerjisi ve

deBroglie dalga boyu 27/ k ayn1 kalir. Cikan dalganin genligi, geleninkinden daha
kiictiktiir.

Ve
[
o V:‘_?
X=2

Sekil VII: Potansiyel Esigi
nk?
T = E (z < 0°deki KE) (15-4)
h2 ¢
Y~ =F-V (x> 0’deki KE) (15-5)

m
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8.04 Kuantum Fizigi Ders XV

En genel ¢6ziim:
Ae™® 4 Be™t*® x < 0 bolgesinde (15-6)
Ce'®® + De " x > 0 bolgesinde (15-7)

Soldan gelen (4 # 0) bir par¢acigini bir baslangi¢ sart1 olarak secersek, bu takdirde
parcacik sag tarafa dogru gegirebilir (C # 0) veyahut gérecegimiz gibi, £ > V, olmasina
ragmen (B # 0) engelden kismen yansitilir. Ancak, sagdan herhangi bir pargacik gelmezse,
D =0 olur.

Parcacik akimini (veyahut akiy1) hesaplarsak

x <0 bolgesinde:

()
— % [(A*e™™* + B*e™™) (ikAe™™ — ikBe ™) — c.c.] (15-9)
_ % [|A? + AB*e¥*= — A*Be=%ke _ |BJ2 — c.c] (15-10)
= % UA\Q — ]Bﬂ — <0 igin net akim (15-11)

Yansima genligini = £ ve yansima katsayisini R = |r|2 = |§|2 olarak tanimlayalim.
x>0 igin:
J> = %ICF (15-12)
x = 0’daki dalga fonk. nun stirekliliginden:
Y —0)=A+B=y(x—0)=C (15-13)

Potansiyel esigine ragmen, dalga fonk. nun tiirevide stirekli olmalidir:

du du ¢ d (du

- j de[E = V(@)ulz) = 0 (15-15)

[lerideki uygulamalar igin, eger potansiyel bir delta fonk. terimini igerirse Ad(x —a), bu
takdirde A fonk.’nun bir biiylikligii ile ayn1 hesaplama yapilirsa,
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du du om  [ote

<@>M+c - (5)‘%@_6 =7 | dedd(z—aju(d) (15-16)
2

= ;T?A“(“) (15-17)

bulunur. Ozetlersek, su kurallar1 elde ederiz:
Kural 1. u(x) dalga fonksiyonu daima stireklidir.

Kural 2. Potansiyel 6 - fonk. gibi terimleri icermez ise, dalga fonk. nun birinci konumsal
tiirevi 4 siirekli olur.

Kural 2.1. Potansiyel Ad(x —a) gibi bir terimi bulundurur ise, birinci tiirev 4, x = 0’da
stireksiz olup, su bagintiy1 saglar:

du du 2m
el _ [ == = __\ 15-1
(). (@) .~ 5w 1519

/ tepe noktasi

Vis)= A /lx-c)
N D

Sekil VIII: Dalga fonksiyonunun siireksizligi bir delta fonk. potansiyelinde olusur. Dalga
fonksiyonu egimlerindeki farklar d potansiyelinin siddeti ve dalga fonk. nun tepe
noktasindaki degeriyle orantilidir.

¥ nin stirekliligi: A+B=C (15-19)
Y nim siirekliligi: ik(A — B) =iqC (15-20)
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B, Cyi A4 cinsinden ¢ozelim

C:A—l—B:ﬁ(A—B) (15-21)
q
A <1 - E) =-B (1 + é) (15-22)
q q
q q
k—q
=— 15-24
k+q ( )
CoAtB—A+ =0y 2 4 (15-25)
k+gq k+q
B k—q .

Yansima genligi "TA T q (15-26)
Gegirme genligi b= % = —ka (15-27)

q

B> [k—q\°
Yansima katsayisi I = il (m (15-28)

2 2
Gegirme katsayisi f2 = c _ 4k 15-99
1= 5| =g (1529
Yansima akimi il Bl o2
o= = () ap s
m m =
. hq hk  4kq *

Gegirme akimi J—a>0 = E|O|2 = it g |AJ? (15-31)
x < 0 i¢in net akim . Ik A _ 1B :@Ag 4kq 15.39

x> 0 igin net akim . hq ., hk 4kq 5
js = —|C|" = — A 15-33
J> TTL| | m(k+q)2| ‘ (‘) )

Akum siireklilik denk.ne tabidir (bkz. problem kiimesi)
dj 0

L4 |2 = 15-34
Ly =0 (15-34)

Biz burada kararli durumlarla, %|1p|2 =0, ilgileniyoruz (zamanla olasilik yogunlugunda
degisme olmaz.) = j = sbt. olup, akim potansiyel esiginde stirekli olur,

je == (15-35)
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veyahut
.]gelen: ]_HI<O - E|A|2 - ‘yyauslyau -]gecin'len (15_36)
= Je <0 T Jo >0 (15-37)
hk h
= 2B + 2. (15-38)
m m

Not. |r|2 + |t|2 = | dir zira pargacik hizinin, x > 0 i¢in degeri, x < 0 i¢in degeriden farklidir.

Sonugclarin tartisiimasi

Klasik mekanigin aksine, pargacigin enerjisi potansiyel engelini asmaya yeterli olsa bile,
onun az da olsa yansima olasilig1 vardir. Bu durum optikteki bir kirinim indisindeki
basamak degisme (6rnegin, hava-cam arakesiti) ile aynidir. Par¢acigin yansimasi, dalga
fonk. ve tiirevinin sinirda ¢akismasinin bir sonucudur. Yine, bu durum optiktekine benzer
olup, burada bazi e.m. alanlariin siirda yansima alan1 meydana getirmesiyle aynidir.

Not. Potansiyelin ¢ok diizgiin degigsmesi durumunda (veya optikte kirinim indisi) yansima
yoktur. Diizgiin olan nedir? Birgok dalgaboyu iizerinde bir degisme. Potansiyelin, A = 2%

dalga boyuna gore kiyaslandiginda kisa bir / mesafesinde degisme gdstermesi, yansimayla
sonuglanir. Eger parcacigin enerjisi engel yliksekligini gegerse, ¢ogu biiyiik A {izerine
potansiyelin yavas degisimi yansima meydana getirmez.

AVAVENVaNDS

e

Sekil IX: Eger pargacigin enerjisi engeli asmaya yeterli ise, bir¢ok deBroglie dalgaboyu
boyunca diizgiin degisen bir potansiyel kismi yansima meydana getiremez.

[ ~ A ara bolgesi: burada rezonans olay1 bekleriz (pargacik enerjisiyle yansima olasiliginda
tekdiize olmayan degismelerin vuku bulmasi). Potansiyel esigi i¢cin yansima katsayis,
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Ir|> — 0 k — ¢ icin (E> V1), ve (15-39)
Ir)? =1 q¢—0igin  (E>V)), icin (15-40)
(15-41)
Yansima olasilig1 ilging olarak soyle yazilabilir
2
7)? = VB=si T (15-42)
VE+VE -V

yani, olasilik 7’a agik¢a bagimli degildir. Ancak, yansima hala yapisindan 6tiirii klasik
olmay1p, burada potansiyel deBroglie parcacik dalga boyuyla kiyaslandiginda ani degigsme
gosterir ve bu da 7’a bagimhidir.

E <V} ¢oziimii: Tanim yaparsak

oy E (x < Oigin KE) (15-43)
B2 K2
o Wo—F (“kayip KE engeli asmak i¢in”) (15-44)
En genel ¢6ziim
Ac®e | Bgtke r < 0 icin (15-45)
Ce "™ + De™ x>0 igin (15-46)

e™ terimi normalize edilemez, D = 0.

Daha dnce yaptigimiz gibi x = 0’da " in siirekliligini kullanarak ayni siireci yasarsak
veyahut ¢ — ix (Ce'™ — Ce™ olur) dnceki hesabimiz1 kullanirsak,

Sonug olarak,

B|? k—ir|® K2+ K2
2 _ 2] = - —1 15-47
I ’A ’k‘#—z’q k% + K2 do-41)
, |C 2% |*  4k% + K
2 _ |2 o - 15-4
g ‘A ‘mm i 70 (do-48)
(15-49)

Dalganin bir kism1 engeli delip gecerki bu ni¢in “gecis” genliginin kaybolmadigini agiklar.
Ancak, bununla ilgili bir parcacik akimi yoktur: Ce™ konumsal degisen bir faza sahip

olmadigindan, parcacik akimi
‘ h L0
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x>0 icin yok olur

je=Eqap - 1BP) =0 (15-51)
m
J>=0 (15-52)

Kararli durumda tiim parcaciklar yansitildigindan net akim sifir olur.

Not. Yanstyan dalga, enerji bagimli bir faz kaymasina sahiptir.

_ <Z2_+i22 (15-54)

_F ki‘/j?k“ (15-55)

= ¢ (15-56)
olup, tan¢ = — kfff(z dir.

Dalganin faz kaymasi 3 boyutlu saginma problemlerinde 6nemlidir.

Parcacig1 yasak bolgede yerlestirebilir miyiz?

ALrL( ' @e"{‘k /,
€ - v‘/ - /j\,\\// ) 2 Lot
. | : ¢ . X . Vs "E
| =
- S —————
!

Sekil X: E < Vy i¢in dalga fonk, x > 0 yasak bolgesine niifuz eder. Parcacik burada
gozlemlenebilir mi?

Parcacigi engel icinde 6lgme hususunda, yani engel disinda 6l¢gmemekten emin olabilmek
icin onun konumunu en azindan Ax ~ k" hassasiyetiyle 6l¢gmek zorundayiz. Bundan
dolay1 Heisenberg belirsizligine gore, Ap = - ~ fik *y1 asan bir momentum ¢arpismasinda
aktarimin pargacigin olacagi asikardir.
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Ne kadar enerji aktarmis oluruz?

AFE = E(p+ Ap) — E(p) (15-57)
(p+ Ap)*  p?

= —— 1 -

2m 2m 15-55)
A Ap)?
_pap  (Bp) (15-59)
m 2m

B=Thil (15-60)

pAp pozitif veya negatif olabilir, (Ap) ise daima pozitiftir. Ortalama enerji aktarimi

(Ap)2 h2 B 7_1,21%2

AE) = = =
(AE) 2m 2m(Ax)?  2m

=V, —E (15-61)

Heisenberg belirsizlik ilkesine gore, pargacigi engel i¢inde yerlestiren 6l¢lim, pargaciga
yeterince enerji aktarir ve onun orada yerlesmesini saglar.

Kural. E — V; > 0 olan bir pozitif KE, hiz katsayis1 & (veya salinma perdyodu A = 2%) olan
konumsal salian bir dalga fonk. e**’e kars1 gelir. E — V; < 0 olan bir negatif (“kayip”)
KE konumsal séniimlenen veyahut bityiiyen dalga fonk. ™ ’e karsilik gelir ki burada x

soniim hiz1 sabitidir (séniim uzunlugu x' dir).

“Kayip” KE bu bolgenin biiyiikliigii ile (x ) ilgili olup, parcacik klasik olarak yasakli
bolgede bulunur.
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