8.04 Kuantum Fizigi Ders XVI

Potansiyel Engeli: Tiinelleme
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Sekil I: Bir potansiyel engelinde tlinelleme

E <V} olsun (klasik olarak pargacik yansitilmistir). SD’nin engel disindaki ¢oziimleri

Soldan gelen dalga: u(x) = Ae™ + Be ™ x <-—aigin (16-1)
ve u(x) = Ce'™ X > a igin (16-2)
Sagdan gelen dalga: u(x) = De ™ X > a igin (16-3)

olup, burada sagdan gelen bir dalga sekline kars1 gelen De ™ terimini ihmal etmis
bulunuyoruz. Engelin iginde SD

d? 2 .
@) = +2 (% — Bu(a) = *u(a) (16-4)
olur, burada k* = 2—'”(\/0 -E ) dir. Daha 6nceki gibi , klasik olarak yasaklanmis bolgede

soniim sabitidir (' séniim uzunlugu) ve bu engeli klasik olarak asmak i¢in gerekli olan
“kayip” KE dir, yani % =V — E. Sonug olarak engel i¢cinde

u(z) = Ee ™ 4+ Fe"™ for |z| < a (16-5)

olur. Daha 6ncede yaptigimiz gibi, u(x) ¢oziimii ve tiirevi u'(x)’1 sinirlarda ¢akistirmak
zorundayiz.

*X=-a:
Ae~ha 4 Betht — Fetra 4 Femra u igin (16-6)
+ikAe™* — jkBe™* = +kEe™™ 4 kFe ™ ' igin (16-7)
sx=a:
Ce** = Be ™ 4 Fe® u igin (16-8)
ikAe* = —xEe ™™ 4 kFe™ u' igin (16-9)
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8.04 Kuantum Fizigi Ders XVI

Engeldeki yansima katsayis1 r = % (veyahut yansima olasilig1 |r|2 = |§|2) ve gecirme genligi
t =< (veyahut gegirgenlik olasilig |t|2 = |%|2) ile ilgilenmistik. |A|2 nin gelen akim ve
serbest bir degisken oldugunu hatirlayalim. " denk.ni u denk.ne dogrudan bolmek faydali
olabilir (veya farkli olarak, —1~4“ = < (In u(x)) ¢akigtirmak gerekir). Boylece

> u(x) dx

*x=-ada:
+ikAe*i”/‘““ — z‘kBe”k“ _ —kEe™ 4+ kFe "¢ (16-10)
Aefzka + Bezka Feka + Fe—ra
*x=ada:
+ikCet*s  —gEe " 4 xFe™®
k= - = 16-11
. Cezka Fe—ra  [era ( )
(L (In u(x)) = ﬁ% sinirlarindaki ¢akigmalar).
Simdi E, F'yi yok etmek iizere devam edelim (Denk. 16-11):
itkEe " 4+ {kFe™ = —kEe ™" + kFe™ (16-12)
(k+ik)Ee "™ = (k — ik)Fe™ (16-13)
Kk — ik
E=——Fe¢™ 16-14
P (16-14)
Denk. 16-10’da yerine yazilirsa
Kk—ik 3ka —Ka
—RE=LE Fedkt L ke
Denk. sag yan = —"-% (16-15)
%Fe&‘-ia + Fle—ra
_ —k(k— .z'k)e”’““ + F&(/i‘—ﬁ— ks )2 (16-16)
(1 —2ke)e®B L (gt ik o2
_ _/{2(?2511 _ e—2na> +.2'/m(62”“ el ?—wa) (16_17)
,{(ezm + 6725(1) _ Zk.(62/m _ efzm)
__ w?sinh(2ma) + ikk cosh(2ka) (16.18)

Kk cosh(2ka) — ik sinh(2ka)
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Sonugta Denk. 16-10

[+ikAe™** — ikBe™] [k cosh(2ka) — ik sinh(2ka))

(16-19)
= [Ae™™* + Be™] [—k?sinh(2ka) + ikk cosh(2ka)]
(16-20)
= Ae”*(ikk cosh(2ka) + k? sinh(2ka) + k2 sinh(2ka) — ikk cosh(2ka))
(16-21)
= Be™(4-ikk cosh(2ka) + k*sinh(2ka) — k*sinh(2ka) + ikk cosh(2ka))
(16-22)
Ae™™* [(k* + k*) sinh(2ka)| = Be™* [2ikk cosh(2ka) + (k* — £*) sinh(2ka)]
(16-23)
olarak yazilir.
B
P 16-24
r=2 (16-24)
2 4 L 2) o
_ p2ika_ (k* 4+ K )smh(Qma). (16-25)
2ikk cosh(2kra) + (k? — k2) sinh(2ka)
ise engelden yansima genligidir.
€ gecirgenlik katsayisini hesaplamak i¢in, #’nun x = ¢’daki siirekliligini kullaniriz
Ce*t = Ee™" 4 Fetre (16-26)
Kk — ik
= Fe™ + Fet® 16-2
PR + Fe (16-27)
2K
= ——Fe¢e™ 16-2
K+ 1k ‘ e2s)
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u’nun x = —a’daki siirekliliginden F yi bulabiliriz:

SAG YAN= Ee™ + Fe " (16-29)
K —1k
— F 3ka Fe hra 16-
PR 1 Fe (16-30)
Kk — ik K+ tk
— Feha 2Kka —2Ka 16-31
‘ L@ + ik Kt ik o6-al)
_ Fem2/i cosh(2ka) — 22/€ sinh(2ka) (16-32)
K+ ik
SAG YAN= Ae %@ 1 Be'ka (16-33)
: : k?* + k?) sinh(2ka)
— A —tika A —tka ( 16-34
At 2ikk cosh(2ka) + (k% — K?) sinh(2ka) ( )
: k% + k?) sinh(2ka)
= Ae~* |1 ( 16-35
‘ [ T 2ikk cosh(2ka) + (k? — k2) sinh(2ka) ( )
; 24 h(2 2k? sinh(2
_ Ae-ika_ ikk cosh(2ka) + 2k sin 1( Ka) . (16-36)
2ikk cosh(2ka) + (k? — k2) sinh(2ka)
Bu takdirde,
C 2 F 4
Ve ra—ika 16-37
A Ak+ik ( )
2k Ae=2ika (2ikk cosh(2ka) + 2k* sinh(2ka) (16-38)
A 2kcosh(2ka) — 2ik sinh(2ka) 2ikk cosh(2ka) + (k2 — k2) sinh(2ka)
, 1
— oke—2kei; 16-39
e T ik cosh(2ka) + (k% — K?) sinh(2ka) ( )
C
_C 16-40
. (16-40)
A 2kk
—2ika
_ _ 16-41
2kk cosh(2ka) — i(k? — k?) sinh(2ka) ( )
engel ]w”
i ik . Le'tY )
Aa . v}rge "'_ ) U B t  Jw-e- %—;
= [
) . ) J iy
Sekil II: Potansiyel engelinde tiinelleme
Sonug olarak, engeldeki sonuglar soyle yazilabilir.
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27.2
° hk = F
2m

° h2f<,2:vb_E

2m

8 = B _ P*2ika —i(k%+r?) sinh(2xa)
AT T 2kk cosh(2ka)—i(k2—~k?) sinh(2ka)
o { — C — o—2ika 2kn
A 2kk cosh(2ka)—i(k?—k?2) sinh(2ka)

Engelin her iki yaninda enerji ve pargacik hizi ayni oldugundan burada |r{* + [¢]* =1 olur.

TS;‘*L\

Sekil III: sinh fonksiyonu
Simdi |f|* ye bakalim

(2kk)?

|2 0 N2 girii2 (16-42)
(2kk)? + (k? + %)% sinh”(2ka)

t]2 =

olup, burada cosh’(x) = 1+ sinh’(x) esitligini kullandik. sinh monoton artan bir fonksiyon
ve kK =22,/V, - E oldugundan, gecis Vo engel yiiksekligi ile monoton bir sekilde azalma

gosterir.

Ka >> 1 ¢ok az gegis olmasi limit durumunda (yani séniim uzunlugu ke kiyasla engel

P . 2 2 ..
genisligi fazla olmast), sinh(2xa) = (%ez'“’) =Lle™ ve |t|2 — (%) e olur. Bu limit

durumunda tiinelleme olasilig1 engel kalinligi ile {issel olarak azalma gosterir (ve bu soniim
uzunlugu x ' cinsindendir).

— Bu iissel bagimlilik kararsiz ¢ekirdeklerin 6miir siirelerindeki olduk¢a fazla degismeyi
aciklayabilir (us ila 10° y1l aras1 bir sure olup, 10°*’ye varan bir degismeye kars1 gelir).
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A 0

Sekil IV: Soniim dalga vektorii «’nin fonk. olarak engelden gegis

Sekil V: Yiiksek veya genis engel limitinde gegis iissel olarak azalir zira engel i¢indeki
dalga fonk.’da {issel bozunan terim hakimdir.

Potansiyel Kuyusu: Rezonans Olay1

[1k olarak saginma (E > 0) gdzoniine almirsa,

z< —a: Aette  pTike (16-43)
a<z<a: Eet® 4 Feie® (16-44)
T 2w et (16-45)
i - : |
b | — &
| |
-V, - -

Sekil VI: Potansiyel kuyusu
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219
° hk - F
2m

o« b=Vt E
Hesaplamalar1 yeniden yapmak yerine, Kk — —ig degisimi yapilirsa bu denklemlerin (E<V})
potansiyel engeline esdeger olduklarini dikkate almaliy1z. Sonugta

r— 2.672“{:(1 (q2 — k2) SiIl(Qq(l,)
2kq cos(2qa) — i(q? + k2) sin(2qa)
2kq

t — o 2ika 16-47
‘ 2kq cos(2qa) — i(q* + k?) sin(2qa) ( )

(16-46)

elde ederiz.
Potansiyel kuyusu i¢in, engelden tiinelleme yapmak yerine, yansima ve gegirme 2qa
degiskeninin bir fonksiyonu olarak saliirlar. Yani, a genislikli kuyu igerisinde 27”

deBroglie dalga boylarinin bir fonksiyonu olarak bu durum gergeklesir. Ozellikle,
asagidaki degerler igin

2g,a =nm — n tamsayl (16-48)
nm
= — 16-49
G = 5 (16-49)
2 4
A, = L2 (16-50)
q n

yansima sifira dogru gider zira, —a ve +a arasinda yansiyan dalgalar arasinda yikici bir
girigsim olusur. Bu durum optikteki bir Fabry-Perot rezonans sartina kars1 gelir. Bu olay 3
boyutta da devam eder ve asal gaz atomlarindan elektron sagilmalar1 olayinda buna
Ramsaner- Townsend rezonansi denilir. Buna benzer biro lay ultra soguk atomlarin
carpismasinda gézlemlenmistir. Burada atomlar arasi potansiyel ¥’ 1n etkin derinligi bir
manyetik alanla ayarlanir. Burada (ve niikleer ¢arpismalarda) olaya Feshbach rezonansi adi
verilir.

Cekici 0-potansiyelinde bagli durumlar

Potansiyel kuyusunda — V < E < 0 negatif enerjileri i¢in neler olur?

En azindan eger potansiyel yeterince derinse, kesikli bagl durumlar beklenir. Ozellikle
basit matematiksel bir limit durumu, potansiyelin biiyiikliigiinii azaltmak suretiyle
derinligini de arttirmakla, derinlik ve genislik ¢arpimi sabitlestirilir.

a— 0 iken Vy —o0 olur dyle ki a-V, = sbt = A > 0 olur. Bundan sonra ¢ekici delta
potansiyeli V(x) = — A0(x) elde edilir. £ <0 bagli durumlarini ele alabiliriz.

2.2
N 0—E——E—|E, r>0 (16-51)

2m

tanimlamasi yapalim.
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V4 - -

—V,

Sekil VII: Potansiyel kuyusu yeterince derin ve genis ise, — Vo < E < 0 kesikli enerjilerine
sahip durumlar destekler.

Vi=-A /(x)

Sekil VIII: Cekici delta potansiyeli

* Cozlimler x <0:

Ae™+ BT (16-52)

@ — —o0 igin raksar.
* Coziimler x > 0:

G 4 D7 (16-53)
* Dalga fonk. stirekliligi x = 0:

A=D (16-54)

2
w(€) — ' (—€) = —h—?xu(()) (16-55)
2m
kD — KA = ——5)A (16-56)
h
2,
ok = —%A (16-57)
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m1 =g (16-58)

h2 K2 h2m? m .
E,=— = — A= = A2 16-59
! om omh? 28> ( )

— Cekici d-fonk icin baglanma enerjisi. § potansiyeli tami tamamina

z

(7,.* Q

2 Ve
. tal £
cok derin deri
potansiyel ern -
potansiyel
£+ B2
lng*
cok s18
potansiyel
s1g - .
: Ex - Y%
potansiyel (74t
=

Sekil IX: Potansiyelin ¢ok derinden ¢ok s1g durumuna doniisiimiinde bagli durumlarin
kiyaslanmasi. Cok derin potansiyelde, sonsuz kuyuda oldugu gibi, dalga fonk. kuyu i¢inde
sinusoidal sekilde salinir ve yasak bdlgede iissel olarak soniimlenir. Cok s1g potansiyel
durumunda ise, dalga fonk. kuyu disinda “yasak™ bolgede muhtemelen yerlesir.

bir £ = —’;;—Az icin tek bagli durumuna sahiptir. Sonlu biiyiikliikteki bir kuyu i¢in bu sonug,
enerjisi E = —%VOZ olan tek bir bagl durumu (V, << ’%22) zay1f bir potansiyel limit

durumuna kars1 gelir.
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X=-4 X=4 o
%
“Ad(xka) -Adlx~g)
EE_IKW‘-Ceu De **

Sekil X: Farkli bolgelerdeki ¢oziimler
Iki tane gekici -potansiyeli

Onceki gibi hareket ederek veyahut potansiyelin x — —x’de simetrik oldugunu kullanarak
belirli parite i¢in ¢oziimleri bekleyebilirdik. Orta bolgedeki ¢ift ¢oziim 2B cosh(kx) ve
A = D olup, iki parametre ortadan kalkar.

* u’nun siirekliligi

2B cosh(ka) = Ae "™ (16-60)
* tlirev
2
—KkAe " — k2B sinh(ka) = —h—gn)\Ae_”“ (16-61)
2m
<h—T)\ - /@) Ae " = 2k Bsinh(ka) (16-62)
2m g
(?A — 5) 2B cosh(ka) = 2k B sinh(ka) (16-63)
i}

2ma
;na A — 1 = tanh(ka) (16-64)

hka

Cift parite i¢in (16-64) 6zdeger denk.nin tami tamamina daima tek bir ¢éziimii vardir.
Sekilden goriilecegi gibi xka < 224* bagli durumu igin, burada 224%-L —1 fonksiyonu sifirdan

X h? Ka -

geger. Diger yandan, tanh(x) < 1 oldugu i¢in gereksinimimiz 224*-L 1 <1 veyahut

h? Ka

2m

K > A olur. K’min daha biiyiik olmasi, E =— 1 baglanma enerjisinin daha biiyiik
degerde olmasi anlamina gelir. A < x < i—'f)u oldugundan, tek d-potansiyelindeki
baglanma enerjisiyle bunu kiyaslarsak, k, =+ A olur ki buradan par¢acigm ¢ift-kuyu

potansiyelinde ¢ok siki bagli oldugu sonucu ortaya ¢ikar.
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| Law h Ya
|
| — — S C————
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durum tr  xa

Sekil XI: 16-64 6zdeger denk.nin grafik ¢éziimii

Sebep. Potansiyelden ileri gelen egimdeki siireksizlik verildiginde, daha dik bird alga
fonksiyonunu segmek miimkiindiir (biiylik k¥ — daha biiyiik baglanma enerjisi) ki bu
durum iki adet 0-fonksiyonlarinin birbirlerine yakin olmalar1 halinde meydana gelir. Kuyu
genisligi a ile baglanma enerjisinin degisimi: a azalirkan baglanma enerjisi k = 22 ile

hZ
verilen degerden itibaren K = %’ye dogru bir artig gosterir ki burada a — 0 olur.

(a —’da tek bir kuyunun baglanma enerjisine ulagilir).

- . "
— J

Sekil XII: iki farkli kuyu araliginda dalga fonk.larinin kiyaslanmasi. Kuyular birbirlerine
yakin iseler, herbir 0 fonk. i¢in ayni dalga fonk. siireksizliginde, iki kuyu disindaki dalga

fonk. hizl1 soniime ugrar (biiyilik k) ve sonugta daha biiyiik |E | = % baglanma enerjisi
ortaya cikar.

— ) — tel 29
29 P kiigiik

Sekil XIII: Baglanma yerlerinin arasindaki 2a araliginin biiyiik ve kii¢lik olmasi
durumunda baglanma enerjilerinin grafik gosterimi.

Boylece baglanma enerjisi dort kat artig gosterir. Bir ¢ift kuyu sisteminde dalga fonk.nun
degismesinin miimkiin olmasi1 ve boylece kinetik (ve olasilikla potansiyel) enerjinin
azalmas1 molekiillerdeki kimyasal baglarin baslangi¢ noktasidir.
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