8.04 Kuantum Fizigi Ders XX

Acisal momentum

Acisal momentum ile ilgili 6zdenklem s6yle yazilir ki

L2Y (0, ¢) = 2mr2EL(r)Y (6, ¢) = const - Y (6, @) (20-1)

)

burada 2mr”E; 6zdegerdir, ve

: 0? o 1 o
12 = —n?( = + cot O— = 20-2
h (892 +C0t989+sin9892> (20-2)

olur. HO problemine benzer olarak, iki yolla ilerleyebiliriz. Ya
1. Taylor aginimi kullanarak diferansiyel denklemi ¢6zeriz, veyahut

2. Daha soyut olan iglemci yaklagimini ele alabiliriz.

Biz burada ikinci yolu takip edecegiz. (Dogrudan bir yaklasim i¢in bkz. Gasiorowicz, ek 7-
B veyahut F&T.) A¢isal momentum islemcisi i¢in sira degistirme bagintilarini analiz
edelim.

L=Fxp (20-3)

Not. Dik yonlerdeki dalgalar birbirinden bagimsiz olduklarindan, 6rnegin x ve p, lizerinde
hi¢bir Heisenberg belirsizlik kisitlamasi olmadigindan dolay1 sonugta sira degistirici
stfirdrr, [x, p,] = 0.

L nin farkli bilesenleri arasindaki siradegistirici hesaplayalim: islemci simgesini
thmal edersek

[L.’E7 Ly} - [ypz — ZPy, ZPx — prz] (20_4>
= y[p., 2|pz + I{vay}py (20-5)
7
e 4 i, (20-6)
i
= ih(zpy — yps) (20-7)
— ihL, (20-8)
Ly, Ly| =ihL, (20-9)
L, L.] = ihL, (20-10)
L., L,] = kL, (20-11)

Agisal momentumum farkli bilesenlerinin sira degistirmemesi gercegi ilgili durum igin
L.= 0 olmaz ise 6rnegin L, ve L, ’nin es zamanl1 6zdurumlarimni bulmak miimkiin degildir
anlamina gelmektedir (bkz. dnceki ders)

Massachusetts Institute of Technology XX-1



8.04 Kuantum Fizigi Ders XX

L*’ye ne denir?

(L., L2] = [L., chc] + L., Li]
= Lo[L., Lo + [Lo, Lo Lo + Ly (L., L] + [L., L)L,
— {hLyL, + ihL, Ly — ihL,L, — ihL,L,
=0

2 . . 24 - .. . . . ..
Bu L" nin ve bir " bileseninin ve L’nin bir bileseninin es zamanl olarak
6zdurumlarmin bulunmasini 6ngoriir, 6rnegin L., ancak tiim bilesenlerin degil.

Ispat (Celiski yoluyla dogrudan ispat) L, ve L, nin es zamanl $zdurumu |n>igin

Laln) = hin), (20-16)
Ly|n) = lo|n). (20-17)
olup,
[Lz, Lyl|n) = 0 = L,|n) (20-18)
ve
1
lalny = Ly|n) = %[Lz, Lin)=0 — 12=0 (20-19)

yazilir, benzer sekilde /; = 0. Sadece L =0 i¢in L., L, ve L.’nin eszamanli1 6zdurumlarina
sahip oluruz.

Genel olarak, sadece L* ve L. (anlasma ile Ly, L, ve L.’nin) eszamanli olarak
0zdurumlara sahip olabilir. Bdyle bir 6zdurumu l,m> ile verirsek

L.|l,m) = mh|l,m) (20-20)
L2, m) = h*(1 4 1)|I,m) (20-21)

yazilabilir.

! kuantum sayisimn tuhaf tammi (veya L* 6zdegeri 7°I(I + 1)) nin sebebi daha sonra ortaya
¢ikacaktir. m ve [ boyutsuz sayilardir zira L = r + p’nin birimi # dir. L* ve L.’nin
eszamanli 6zdurumlarinin normallestigini kabul ediyoruz,

acisal momentum
(I',m'|l, m) = 6wlmmy | —  6zdurumlarmim (20-22)
ortonormalligi
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8.04 Kuantum Fizigi Ders XX

Acisal momentum igin yiikseltme ve algaltma islemcileri

Asagidaki Hermitsel olmayan islemcileri tanimlamak kullanislt olur.

Li=L,+iL, (20-23)
Lt =L_ (20-24)
L' =1L, (20-25)

L,ve L birbirinin Hermitsel eslenigidir (a= ;- +i-", a'=+- i-- lere benzerlik). Bu
0 0 0 0

islemcilerin benzer 6nemini anlamak i¢in, bunlarin sira degisim bagintilarini analiz edelim:
[L%, L=0 (20-26)
zira [L*, L,]=0,[L% L,]=0.

[Ly, L ) = [Ly + 4Ly, Ly — iL)] (20-27)
= —i[Ly, L] +i[Ly, L] (20-28)
= —2i[L,, L] (20-29)
= —2iihL, (20-30)
= 2hL, (20-31)
[Ly, L) = 2R, (20-32)
[Ls,L.) = [Ly £iLy,, L.] (20-33)
= [Ly, L] £ i[Ly, L] (20-34)
= —ihL, +i(ihL,) (20-35)
= FhL, — ihL, (20-36)
= Fh(L, + L) (20-37)
= Fhl. (20-38)
[Ls, L] =FhLy (20-39)

Ayn1 zamanda dikkat edersek
LiL_ = (L, +iL)(L; —iL,) (20-40)
=L2+ L2 —iLL,+ L,L, (20-41)
=L*— L% —i[L,, L] (20-42)
=L?- L2+ hL, (20-43)

ve benzer sekilde L L.=L*—~ 1> -h L,
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8.04 Kuantum Fizigi Ders XX

L.L_ = L2—L2+hL.
L.L, = L2—1%—hlL,

HO’deki gibi simdi /, m i¢in izinli degerlerin araligini analize baglayalim:
L= L+ Li + L ve Ly, L,, L. Hermitsel islemciler olduklarindan dolay1

(I, m|L2|1,m) = (L1 (1, m)|Ly(I,m)) = (L.(I,m)|L(I,m)) >0, (20-44)

benzer sekilde x,y igin ve sonugta(l,m| L?

l,m) =0 veyahut
0 < (I, m|L2|l,m) = p*1(L + 1){I,m|l,m) = R*I(l + 1). (20-45)

Sonug olarak, /=0 segebiliriz. (I <-1 ise, [':= —(I+ 1) tamimlarsak, bu takdirde
I(I+1)==1'(I"'+1) ve I'20.) L. islemcilerini anlamak i¢in, yeni bir durumu tanimlayalim

|91) = Li|l, m), (20-46)

ve L*’yi 1, ’ye etki ettirelim.

L3|yy) = L*Ly|l, m) (20-47)
= L L?|l,m) (20-48)
= R2(1+ 1) L4|l, m) (20-49)
= B2+ 1) |1, (20-50)

boylece |1/Ji> , ayni kuantum says1 / ile L*’nin bir 6zdurumu olur. Ayni1 zamanda sunlara
sahip oluruz.

L. |[¢+) = L. Li|l,m) ( )
= (LiL, X hLy)|l,m) ( )

(mh £ h)L|l,m) (20-53)
(20-54)

(20-55)

= (m £ 1)hLL|l,m)
= (m =+ 1)hly).

Bunun anlami L,

l,m> nin ayni1 zamanda L, nin bir 6zdurumu olmasi, ancak 6zdegeri
(m=*1) 7 ilkinden bir sayist ile farklilik gostermesidir. m agisal momentumunun z
bileseniyle ilgili oldugundan, m’ye azimutsal (veya manyetik) kuantum sayisi, 6te
yandan / ise toplam ac¢isal momentumla ilgili kuantum sayisidir. L, (L_) manyetik
kuantum sayisini bir sayisi ile yiikseltir (algaltir)ken toplam agisal momentum / korunur.
Simdi

1,m+1) = Li|l,m), (20-56)

normallestirilmemis durum vektoriiniin uzunlugunu hesaplayalim.
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8.04 Kuantum Fizigi Ders XX

(,m=£1|l,m=+1) = {I,m|LeLyl,m) (20-57)
— (1 m|L2 — L2 F AL, m) (20-58)
= RA( + 1) — *m? F *m?) {1, m|l, m) (20-59)
=hr(I(l+1) —m(m £1)) ( )
=n*(lFm)(l£m+1) ( )

Herhangi bir vektoriin uzunlugunun karesi negatif olamayacagindan

(I+1)-m(m=1)=0 (20-62)
ortaya ¢ikar. Sonug olarak,
5 1 1
m(m+1)=m*+m+ 171 (20-63)
= = 1}*_ 1 (20-64)
={m=*35 1 -
<P4]= z+1 t_1 (20-65)
R 4 )
veya
‘m:ls+l=l+l (20-66)
2 2 2
[ =0, oldugundan
msl, m>0 (20-67)
ve ayn1 zamanda
-m=l, m=<0 (20-68)

Boylelikle, m yukaridan ve asagidan sinirl olur:
~lsm<1 1>0. (20-69)

l,m> , L? ve L, nin bir zdurumu oldugundan, ancak m’ = m + 1 yeni bir 6zdegerli,

p,)=L

m lizerindeki baglilik sadece baz1 m degeriicin L,

I,m) =0 gergegi ile uyumluluk soz
konusudur. Sonug olarak

L.|l,m) = |l,m+1) (20-70)
0=({,m+1|l,m+1) (20-71)
= —m)(+m+1). (20-72)

olmak tzere
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m_ =1 (20-73)

Benzer sekilde
kety_=L_|l, m> i¢in

m_=-1 (20-74)

ye sahip oluruz.
Boylece, L, yiikseltici ve L_ algaltict islemleriyle bagli ve birer aralikli bir 6zdegerler

merdiveni olusur.

,1>0 (20-75)

[m=-l-1+1,...1-11

bu ancak sadece / nin tamsay1 veya yarim tamsayisi olmasi ile miimkiindiir. /’nin yarim
tamsay1 katli degerlerinin basit bir konumsal temsile sahip olmadig1 ortaya ¢ikar ve bu
par¢acigin spin olarak bilinen bir i¢ agisal momentuma karsi gelir.

—— [/1_,—.{(
L—;_L_TL,M .
— ]

L-I L4

Sekil I: Sabit / i¢in 6zdeger merdiveni

Biz burada kendimizi yoriinge a¢isal momentumuna kisitlayacagiz ki bu /’nin bir
tamsay1 olmasini gerektirir.
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