8.04 Kuantum Fizigi Ders XXII

Kiiresel simetrik potansiyelin radyal denklemi

3B’da kiiresel koordinatlarda SD

o 20 L
o (g e U+ () 4 V) = Bul) (22)

2m

olup, y(r) = R(r)Y(6, ¢) baslangic1 ve agisal fonksiyonu ise dahil edersek denklem
Y(60, 9) = Yin(6, ¢) =6, ¢ |1, m), (22-2)

olur ve L*Y,,,(6, ¢) = hzl(l + 1)Ylm(6,¢) ’yi radyal denklemi Y, ile boldiikten sonra

2m 2mr?

B2 /92 20 A1+ 1
L“‘QW*;E)+—L_J+vu»mmv=&ﬂmw. (22-3)

elde ederiz.

Burada, radyal dalga fonksiyonu R(r) ve 6zenerji E’ye n, [ gibi iki alt indis ilave ettik zira
dalga fonksiyonu i¢in yazilmig SD 3B’lu dalga fonksiyonu (r) nin toplam agisal
momentumu /’ye baghdir.

Not. Agisal momentumun z-bileseni L. ve buna kars1 gelen manyetik kuantum sayisi m,
radyal denklemde g6ziikkmez.

I’ye bagimli bir etkin potansiyel tanimlayabiliriz ki

RI(1+1)
Vo =V(r)+ Sy (22-4)
burada ilave terim agisal momentumu
(LY=nr"I(1+1). (22-5)

olan bir parcacik i¢in merkezcil engel terimidir.
Radyal denklem, daha tanidik bir sekle yeni bir fonksiyon tanitmak suretiyle getirilebilir.

u(r) =rR(r)
R(r) = u(r) (22-6)
r
bu takdirde,
, ur—u U w
R = == % (22-7)
2, v 2u
=5 (22:8)
u'r—u o urt—u2r W’ 24 2u
R =7 =ts (39
* 20 2 <
(ﬁ + ;§> R(r)=R'+ "R = u7 (22-10)
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ve radyal denklem

ht10%u Vﬁa+1)+vvﬂﬁg2:E“V> (22-11)

2m r Or? 2mr?

olur, veyahut

2m Or? 2mr?

= Enlunl('r) (22—12)

{7#82 Eﬂtig+vwﬂ%Mm

Bu denklem u(7) = rR(r) i¢indir, ve 1B’lu SD’nin etkin potansiyeldeki benzer sekline
sahiptir.

RI(1+1)

2
2mr

Vo (x)=V(r)+ : (22-13)

ancak burada sinir sartlar1 az sekilde farklidir. Boylece, u(r) tiim uzayda antisimetrik bir
¢Oziim gibi goriiniir.
LA
A Wlo)=o0

e

.M__'_-___;}

/

Sekil I: u(r) = rR(r), etkin potansiyel Veu 1 (7), icinde 1B’lu SD ile ayni sekildedir ancak
cok az farkli sinir sartlara sahiptir.

——)

&

Sekil II: u(r) uzayin tamaminda antisimetrik bir ¢éziim gibidir.

Sonuglar sudur, yani antisimetrik bir bagli durum 1B’da daima mevcut olamiyacagindan,
bagli bir durum 3B’ta daima mevcut olamaz (1B’un aksine, potansiyel kuyuda daima
simetrik bir bagli durum olusur). 3B dalga fonksiyonlar1 u(r)’ler, etkin potansiyel altinda
1B’lu antisimetrik dalga fonksiyonlar1 gibidir.

2
)

2
2mr

(22-14)
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8.04 Kuantum Fizigi Ders XXII

Hidrojen Atomu

Z 2
Vi(r)=— 47:; —  (ve radyal denklemdir) (22-15)
7;L2 82 Z€2 h2l(l+1)
o a3 — E |u(r) = -
( 2m Or?  Amer + 2mir? >M(7> ’ (22-16)

Boyutsuz bir konum koordinat1 p’yu p* = _8':“5 [ 2

zZe* [8m | K Ze? n
_Zc _7? & Le (o @ (22-17)
rl6me|E|V »* \ 8m  16mehr\| |E|\ 8m|E|
Ze? m 1
- == 22-18
dmeh \| 2|E| p ( )

ile tanitalim, ve E < 0 i¢in tanimlarsak,

A
= 22-19
p (22-19)
Denklem s6yle yazilabilir ki
0? A1 (I+1)
7 —_— —— — U = 0 22—2
a7 u+ (p 1 2 > u (22-20)

Sm|E| 2 2 2 2 .
boyutsuz parametreler p = %r JA = lﬁ =Za %, burada o = 75— = 5 ise

boyutsuz ince yapi sabitidir. Bu denklemi ¢6zmek i¢in, HO’da oldugu gibi ilerlersek:
dogru asimtotik davranisi disar1 attiktan sonra, bir Taylor-agcinim ¢dziimiinii yazabiliriz.

Cok biiytik p i¢in
& e L (22-21)
dp2u = U -
u(p) o e 2 (22-22)
Cok kiigiik p i¢in
d? [(1+1)
ﬁu = e u (22-23)
u(p) o< p't! (22-24)
elde edilir.

Sonug olarak, su sekilde bir ¢6ziimii deneyebiliriz.

u(p) = s(p)p'*'e*" (22-25)
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w(p) = ((p)p'*! + s(p)(1 + 1)t — Ssp™*) e (22-26)
u"(p) = ["p +2(0+ 1)s'p 4+ s(L+ 1)1p ! (22-27)
1
- §(s’pl+1 + (1 +1)sp") (22-28)
1 1 1
- 5(8/,0l+1 + (I +1)sg" — §spl+1)]e_5 (22-29)
° s’ 1 1 1
=pitg 2 s”—l—2(l+1)g—+(l+f LI . s+ —s
p p? p 4
(22:30)
A1 l(I+1 o N 1 l(l+1
(____ (t >>u—pl+162<———— (7: >>S (22_31)
g % p p 4 P

Bunu (22-20)e ithal edersek

2(0+1 I+l I+1 1 X 1 I(l+1
oo (B ) (G014 L (1+1)

p P> p 4 p A4 p?

972 A—l-1
g {L — 1} §4+5—"5=0 (22-33)
p p

Bu dif. denklemi ¢6zmek i¢in, p = 0 civarinda bir Taylor aginimi1 yazalim:

s(p) = arp® (22-34)
k=0
§" = apk(k —1)p (22-35)
k=0
= appa(k +2)(k+1)p" (22-36)
k=0
2l + 2 9+ 2
(i = 1> s = (L = 1) > apkpt! (22-37)
p p
= (20 +2))  appa(k +2)p" = arpa(k + 1)p° (22-38)
k=0
| -
— = A=1=1)) arp" (22-39)
k=0

ki bu (22-33)’e ithal edilirse,

Zpk{(k+2)(k+1)ak+z+2(l+1)(k+2)ak+2+(/\—l—1—k:— 1)akj+1} =0 (22-40)
k
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Bu terim terim yok olmak zorundadir, boylece bir tekrarlama bagintis1 elde ederiz.

(k+2)(k+2l+3)agso = (k+1+2— Nag (22-41)
veya
acinim
ki1 kE+1+1-—)\ katsayilari
= ;L 22-42
ar  (k+1)(k+2(1+1)) 7 igin tekrarlama ( )
bagintisi

e - . | |
Seri bir yerde sona ermezse, bilyiik &k degeri i¢in, a, x ;a,_, veya a, < +; olup, bu

s(p) « e** bilyiimesi ortaya ¢ikar ki bu u(p) = s( p)e_% i¢in kabul edilemez. Sonug olarak L
icin seriyi sona erdirmek isteriz ki bu da A = k+/+1 olmasin1 6ngdriir. Bu 6zellikli bir
tamsayiya n, = k diyelim. Asal kuantum sayisin1 tanimlamak gelenek haline gelmistir ki

n=n+1+1 (22-43)

olarak yazilirve burada n, > 0, boylece n > 0, bdylece n > [+1, n tamsayidir ve

Ze? m
" = 22-44
dmeh’\ 2|E,| ( )
Z me (22-45)
— (0% _— -
2| E,|
=n (22-46)
Sonug olarak, hidrojen atomunun 6zenerjileri sunlardir.
- T
E = lme (Za) . HldrOermmS{ o (22.47)
2 n? atomlarin 6zenerjileri

Bu Bohr formiiliiyle elde edilen enerji 6zspektrumu ile aynidir.
Not. Onemli farkliliklar vardir:

» n=n,+[+1 asal kuantum sayis1, ger¢ekten radyal kuantum sayisi1 n, ve toplam
acisal momentum kuantum sayisi /’nin toplamidir.

*Elektronun tam radyal ve agisal dagilimini elde ettik ki bu bir yoriingenin klasik
kavramini genellestirir.
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[k birkag radyal fonksiyonlar

8m|E,
g2 = mh|2 2 (22-48)
8m1l ,(Za)?
(2mcZa)?
== (22-50)
27\ , 1
= (Z2) 2= 22-51
() (22:51)
27
= (22-52)
nagp
Bohr yarigapi ise
hZ
ag = (22-53)
mea
Sonug olarak, ¢ = ¢
la i =1 =0, =M= Gy =10
1 Zr _Za
u(r) = Cpe™ 2 = (4 (—7)6 a0 (22-54)
Qo
u(r) _zr
R(r)=—==Che (22-55)
T

Not. r ve r +dr arasinda elektronu bulma olasilig1, rZ‘R(r)‘zdr = ‘u(r)‘zdr ile verilir.

2. (@) ms=11=0,m=2=2

aq 1 1

e 22-56

ap 1-2 2 ( )

] 1 A A _Zr
uso(r) = Cpe™2°(1 — §p) = Cla_: <1 — 2—(;;)6 e (22-57)
7 Zr - £

Rgo(r) =C 1—— e 2% (22—58)

2&0
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(b) By =0 =1, B=2 =X

ay

=0 — a; =0 (22-59)
Qo
5 i Zr\ 2 _ Zr
ug (1) = Cpe™2 = C’(’) ¢ %0 (22-60)
Qg
Z _ Zr
Roy (r) =" (_7“) e 2a0 (22—61)
Qo

R0 = Ry=2/=0 ve Ry1 = R,=2,=; ile ayn1 6zenerjiye sahip olan farkli durumlardir. Ayni
enerjili farkli 6zdurumlarin (veya genelde kuantum sayisi) vukubulmasina dejenerelik
(yarilma) denilir.
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