8.04 Kuantum Fizigi Ders IV

Gegen Derste

« Kirinim olay1 olarak Heisenberg belirsizlik ilkesi AxAp =2

=2

* Fourier ayrisimi

zk:ac
W dp¢ e/t (4-1)
¢(p) = ﬁ b(k) (4-2)

Bugiin
* ¢(k)’y1 nasil hesaplariz

* Y(x) ve ¢(k)’1n yorumu:
olasilik genligi ve olasilik yogunlugu

* Olglim

q3(k)veyahut ¢(p) daha biiyiik olursa, y(x) dalga fonksiyonu diizlem dalgaya ¢, daha
cok benzer ve belli p = ik momentumuna sahip olur. Par¢cacigin momentumu o6l¢iiliirse,
Y(x) ile betimlenen dalga fonksiyonunun %k momentumuna sahip olma olasilig1 da artar.
Bunun tersine, par¢acigin momentumu tami tamamia p = p, = fik, ise, par¢acigin dalga
fonksiyonu, tp(x) e"* olmalidir ve parcacik Ax — o giderken uzayda herhangi bir yerde

bulunabilmelidir. Uzayda bir pargacig1 yerellestirmek icin ky’a yakin bagka Fourier
bilesenleri eklemek durumundayiz.

yapici girisim k-Ak K ky+Ak

yikicl girisim

Sekil I: ky’a yakin Fourier bilesenlerinin eklenmesi uzayda yerlesik bir dalga meydana
getirir.
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8.04 Kuantum Fizigi Ders IV

Bir dalga fonksiyonunu uzayin Ax gibi kii¢iik bir bolgesine sikigtirmak i¢in bircok Fourier
bilesenlerine, yani farkli momentuma sahip olan k € |:k0,k0 + Ak] birgok diizlem dalgaya
ihtiya¢ duyulur. Uygun sekilde tanimlanmis Ax ve Ak belirsizlikleriyle matematiksel olarak
ispat edecegiz ki:

1 ) .
AxAk = > => Fourier ayrisimindan ortaya ¢ikar. Ap = Ak ’yi (4-3)

kullanarak suna ulasiriz.

h
AxAp = > = Heisenberg belirsizlik ilkesi (4-4)

Bu goriis agisindan, Heisenberg belirsizlik ilkesi bir dalganin ™ diizlem dalgalarina
ayrismasindan ortaya ¢ikar. Yani, belli dalga vektoriine sahip dalgalar ve p =ik ile verilen
k dalga vektorli ve momentum arasindaki bagintinin sonucudur. Ax bdlgesi ne kadar
kiigiikse daha ¢ok, p = 7%k’l1 Fourier bilesenleri Ax disinda yikici girisim olusturulmasi i¢in
gereklidir.

Sonugc: parcaciklarin hareketi Sekil I’deki diizlem dalgalar ve parcaciklarin hareketinden
eger farkli Fourier bilesenlerinin bagil fazin1 degistirirseniz, uzayda baska bir yerde yapici
girisim olusacaktir. Bu anlamlidir. Momentum dagilimini korurken, uzayda pargacigi farkl
bir yerde konumlandirabiliriz. Sayet diizlem dalgalar arasindaki bagil faz siirekli sekilde
degisiklik gosterirse, yapict girisimin yeri (yani par¢acigin yeri) uzayda hareket edecektir.
Dalga mekanigine gore, par¢acigin hareketi, Fourier bilesenlerinin faz degisiminden ileri
gelir (yani diizlem dalgalar). Bu takdirde klasik mekanige (CM) donilismek i¢in, Fourier
bilesenlerinin fazi, zamana gore p momentumuna bagh bir frekansla donmek zorundadir.

Sonug¢: zaman-enerji belirsizligi Sabit bir zamanda konum koordinatinin Fourier
doniisiimii ¥(x,t,) — ®(k,t,) yerine, konumu x =x,’da sabitleyip, bunun yerine

‘P(x, to)dalga fonksiyonunun zamanla degisimini ele alirsak, dalga fonksiyonunun frekans
bilesenleri cinsinden Fourier ayrisimini yapmis oluruz.

W(t dw f(w)e™ ™" (4-5)

=7l

Anlagma. Pozitif frekans w, negatif faz evrimine yol acar. Ayni matematiksel ve mantiksal
tartismalar sonucunda:

AwAt = => zaman-frekans belirsizligi (4-6)

AEAt = = enerji-zaman Heisenberg (4-7)

1
2
U
2

belirsizligi E =hw
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8.04 Kuantum Fizigi Ders IV

W(xet) 4

v

Sekil II: Zamana kars1 dalga fonksiyonu

Olasilik genligi ve olasilik yogunlugu

Isik veya diger dalgalar i¢in birim hacim basina enerji (veyahut birim uzunluk basina)
elektrik alamimin karesiyle orantilidir. Birim hacim basina fotonlarin sayis1 |E |* ile orantil:
oldugundan, benzer olarak sunu 6ne siirebiliriz:

(x ve x + dx arasinda bir
pargacigm bulunma olasiligi) = |y (x) | (4-8)

lw(x) |2 olasilik yogunlugu (birim uzunluk basina olasilik) olarak bilinir.

WP

< =X

Sekil IIT: |p(x) |* dalga fonksiyonunun karesi, parcacigin uzayin bir bolgesinde bulunma
olasilik yogunlugudur. Pargacigi [x, x+dx] uzaysal araliginda bulma olasihig1 |y(x) |2dx ile
verilmistir.

Dalga sekli y(x)’e ayn1 zamanda olasilik genligi (daha dogrusu: olasilik yogunluk genligi)
adi verilir. EM alanlarinin aksine, 1 gercekten kompleks bir niceliktir. Par¢acigin uzayda
bir yerde bulunmasi gereksinimi normalizasyon sartina yol acar:

/00 dz|y(z))? = 1. (4-9)

[ee]
Ev 6devinde, Parseval teoremini ispatlayacaksiniz.

Ispat. ¢(k) ve ¢(p) bir dalga fonksiyonunun (x) Fourier déniisiimii iseler, yani eger

G S 1> |
vw) = o= [ ki = —— [~ apoiprer

1se
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8.04 Kuantum Fizigi Ders 1V

bu takdirde,
/_ dep(o)|? = / ARIG(R)]? = / aplo(o)P.

0 —00 o)

Eger |y(x)|* dalga fonksiyonu normallestirilirse, |¢(p) |* de edilmis olur. Eger ¢(p), bir po
degeri civarinda en biiyiik olursa, pargacigin hareketi, po momentumuna sahip klasik bir
pargaciginkine benzer (e”"'" diizlem dalgasi). Parseval teoremi’ni hesaba katarak,
¢(p)’yi momentum i¢in olasilik genligi olarak yorumlamak akla yatkindir, yani

(p ve p + dp momentum arahiginda = |¢(p) |*dp. (4-10)
bir par¢acigin bulunma olasiligi)

q?(k)‘z ise dalga vektorii £ i¢in olasilik yogunlugudur.

Benzer sekilde,

(P

T p ptdp F
Sekil IV: Momentum uzayindaki olasilik yogunlugu ‘43( p)‘2 dir.

Ax (veya Ap) dl¢lim aletinin belirsizligi olmayip, parcacik ile iligkilendirilmistir. Eger
Ol¢iim aletimizin ayrisimi Ax << Ax ise ve deneyi 6zdes olarak hazirlanmis bir pargacikla
birgok defa tekrar edersek, bir ¢gubuk grafik gozlemleyebiliriz. Cok yiiksek sayida dl¢ciim
yapilmasi halinde, gubuk grafik |(x)|* veya |¢(p)|* olasilik yogunlugu meydana getirir.

— ‘E‘ Apalet
sonug sonug
adedi adedi
— — Ax
X; X pi p
Sekil V: Konum uzayinda Sekil VI: Momentum uzayinda
olasilik yogunlugu kurulmasi olasilik yogunlugu kurulmasi

Not. Ax,. belirsizligi altinda belli bir x degerinin 6l¢limiinden sonra parcacik artik ilk
dalga fonksiyonu y(x) ile betimlenmeyip, yeni bir dalga fonksiyonu 1/3()() ile temsil edilir

ki bu 6l¢iimiin sonucuyla uyusma halinde olan yeni bir dalga fonksiyonudur (“¢okiintii
dalga fonksiyonu”).
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8.04 Kuantum Fizigi Ders IV

Ozellikle, eger Ax,.<< Ax ise, yeni dalga fonksiyonu 1/3()() ’in momentum dagilimi

eskisine gore daha biiyiik olur ve bu Heisenberg belirsizligi (A¥) = Ax,, = Ax,,,ile uyusma
halindedir.
AZAP = Axy, AP 2 g, (4-11)
veyahut
Azl s A (4-12)

T 2A X, 2Ax

Simdi momentumu Ap,,,, << Ap ¢6ziiniirliigi ile 6lgebilirsek, konumdaki belirsizlik yine
artig gosterecektir.

dkgb zkx _ dp(b sz/h (4_13)

W(x) \/ﬁ

“ v ).

Konum dalga fonksiyonu 4 (x) verilirken momentum dagilimi
|¢(p) |* nasil belirlenebilir?

Acimim katsayilar ¢(k)’ler Fourier ayrigiminin tersiyle verilmistir:

S(k) = \/% /_ dmiilz)e

1 9] . 1 ) o0 o

— dk kelkr——/ dk‘/ da'(x') e gtk

[ _arotwy vl
——/ da'yp(x /dke““”“

f dke™ ) integralinin degeri nedir? Niteliksel olarak eger x # x” ise, k — +o% giderken

—o0

fspat.

integrand kompleks diizlemde salinir ve integral sifir olur. Eger x = x” ise, integral f dk-1

—o0

olup, rraksar. Boylece, I(y) = f dke™ “foksiyonu” soyle goriiniir:

—o0

[(0)=00
1(y) o

[(y#0)=0 [(y#0)=0
- 0 v 0 v
Sekil VII: I(y) integrali ile temsil Sekil VIII: I(y) nin evrigimi ve “I(y) altindaki
edilen “fonksiyon” grafigi alan™1 belirleyen bir Gauss fonksiyonu
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8.04 Kuantum Fizigi Ders IV

Iraksama nasil kotii olmaktadir? Egri altindaki alani hesaplayalim —a gergel ve pozitif

olsun.
/ dy[(y)eo‘yQ:/ dy/ dke*ve=ov®
_ / dk / dye v’ +iky (4-14)

Integrali hesaplamak icin ispatsiz olarak:

f dye_“(y i ,  Re(a)> 0 olmak lizere herhangi bir ¢,  karmasik sayisi (4-15)
e a

Yukaridaki Denk. (4-14) integralini istenen sekle sokmak icin iisteli aginima tabi tutalim:

1 172% =
—ay® +iky = —« y2—2—y—|— i = =
Q 2x 4o

ik\? k2
= = =l === 4-1
“ (y 2a> 4o (4-16)

o0 y 00 00 w2 g2
- \/E/ dhe5=
Q —0o0

_ \/gm
=or (4-17)

= o degerinden bagimsizdir! e ®? arastirma fonksiyonumuz — 1 gittiginden
fonksiyonumuz /(y) altindaki alan sonlu olup, 27’ye esittir. Simdi bir “genellestirilmis
fonksiyon” (matematiksel olarak, bir dagilimi) tanimlayalim:

(e — {O for x # 0, (4-18)

oo for x =0.

oyleki bunun 6zelligi

/00 dzxd(z) = 1. (4-19)

o9}

olan Dirac delta fonksiyonudur. Altindaki alan1 sbt tutarak gittik¢e daraltilan sonlu bir
genisligin limit durumu gibi diisiinebiliriz (yani bir Gauss veya kare fonksiyon). Bu

durumda f dke™ = 27‘175()7) olur.
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8.04 Kuantum Fizigi Ders 1V

T o0
Alan=1 8(x) %
) he— A
w % — Alan=]
. . 7 ‘
4 0 > < 0 X
Sekil IX: Delta fonksiyonu Sekil X: Dirac delta fonksiyonu

O(x) =lim,,_, 7= ¢ = olarak ifade
edilebilir.

Delta fonksiyonunu 6zellikleri

f dx f(x)8(x - x,) nedir? x = 0'da yeterince diizgiin (diizenli) olan ve x # x, i¢in & (x—x9)

—o0

kullanarak,

/_OO duf(x)d(x — xo) = /WFE da f(2)5(x — )

o Tro—€

= f(x0) / o dwd(z — o)

= f(zo) /00 dxd(z) = f(xg). (4-20)
buluruz. Boylelikle,
/_OO dr f(x)d(x — xg) = f(xo) | (4-21)

yazabiliriz.

Bir f{x) fonkbiyonunun & (x—xy) ile evrisimi, fonksiyonun degerini x,’da “tahmine” yol
acar.

o(x)
f(x,)

X-€ X, X T€

Sekil XI: Yeterince diizgiin bir fonksiyonu bir Dirac delta fonksiyonu ile evrisime tabi
tutmak bu noktada fonksiyonun degerini bulmaya yol agar.
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0(x)

A

>
>
X

0

Sekil XII: d-fonksiyonu, Heavyside basamak fonksiyonunun tiirevidir.

Ispat yapmadan, 6(x) = %@(x) oldugunu gorebiliriz. Delta fonksiyonunun tiirevi
belirlenebilir. Kismi integrasyon yoluyla,

/de(L)(S/(l —x0) = —f'(x — x0). (4-22)

elde edebiliriz.

' ile evrisim x,’da negatif tlirevi ongoriir.
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