8.04 Kuantum Fizigi Ders V

Gegen Derste

. ﬁp(x)‘zve ‘qb(k)‘z sirastyla konum ve momentum uzayindaki olasilik yogunluklari

* Parseval teoremi: }dx‘w(x)‘z = jdk‘q)(k)‘z

+ Normalizasyon: 1= jdx‘w(x)‘z = jdk‘q)(k)‘z

« Olgiim: Axger < Ax ¢Oziiniirliigl ile x’in 6l¢limii Ax sinirinda keyfi sonug ortaya
cikarir (olasiligi ﬁp(x)‘zAxale,) ve momentum dagilimini degistirir: 6l¢ciimiin ters
etkisi

* Heisenberg belirsizligini ihlal etmede ﬁp(x)‘zve ‘43( p)‘2 olasilik dagilimlarini tam

olarak ve eszamanl sekilde bilebiliriz. Deneyin 6zel olarak yapilmasinda bir
momentum 6l¢iimiinii takip eden bir konum 6l¢iimiiniin sonuglarint AxAp =2 den

daha hassas olarak dngéremeyiz.

* Y(x), P(k)’yi tekil olarak belirlediginden dolayi, y/(x) dalga fonksiyonu konum
uzayinda pargacigin hem konumsal hemde momentum dagilimini belirtir.

Wl(x)‘z = Wz(x)‘zaynl yogunluk olasilikli farkli y,(x) ve y»(x) dalga fonksiyonlari
parcgaciklarin ayni konum dagilimini fakat farkli momentum dagilimlarini

betimlerler.
o(k dmb e~ ™| = Fourier Doniisiimii (5-1)
\/ 27r
() = Von / dko(k)e™ | = Ters Fourier Doniisiimii (5-2)
s

* Dirac delta fonksiyonu:

Alan =1

ol 4

0

Sekil I: Dirac delta fonksiyonu.
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8.04 Kuantum Fizigi

d(z) = lim

w—0 /7m0

/ dxd(x — ) =1

o

/jo dxd(z — xo) f(z) = f(xz0)

o0

/ dxe®™*® = 215 (k)

o

/ dkeT*r = 216 (x)

o0

Bugiin

» Ispatin bitirilmesi : ters Fourier déniisiimii

* Belirsizliklerin ve beklenti degerlerinin tam tanimi

« Ispat (bkz. notlar): AxAk =1, AxAp = 2, AwAt = 1, AEAt =

- 2 - 2

* Compton sacinimi

* Fotoelektrik etki

5( ) 0 for z # xo,
T — Tg) =
i oo for x = x.

Tekrar I ( y) = f dke™ integraline donelim. /(y)’nin altindaki alanin 27 ye esit oldugunu

—00

belirlemistik. Sonug olarak, diger kullanigh bir 6zdeslik:

/ dke™ = 214(y) (5-9)
/ dre™™ = 216 (k) (5-10)
Simdi ters Fourier doniisiim ispatimizi tamamlayabiliriz.
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8.04 Kuantum Fizigi Ders V

Ters Fourier Dontigiimii.

dx 7zlc:r
\/ 27r / Vi
1

zkx — > . ik (z—z")
\/ﬂ/ dkp(k 27r/—oodx h(x )/_mdke

1
= o= dl? Y(a')2md(x — ')
=Y(z )
P(k) T drip(x)e™**| = Fourier doniisiimii (5-11)
) = — lx(x)e u tsimi -
V2T J oo
W(z) / dkp(k)e*e| — ters Fourier doniistimii (5-12)
\/ 27 (Fourier ayrigimi)

¢(k) ve boylece momentum dagilimi ‘43( p)‘ztamamen Y(x) ile tayin edildiginden, dalga

fonksiyonu parcaciga ait konumsal ve momentum bilgilerini birlikte tasir.
Beklenti degerleri ve belirsizligin hassas bir tanimi

Bir parcacigi [x, x+dx] aralifinda bulma olasiligt ﬁp(x)‘zile verildiginden, bu pargacigin
konumunun beklenti degerini sdylece hesaplayabiliriz.

() = /oo drz|y(z)]?| == ortalama konum (5-13)
Benzer sekilde,
@) = [z o) (5-14)
tanimlayabiliriz ve konum fonksiyonu herhangi bir f'(x) i¢in,
ey = [ def@lio) (5-15)

Bir parcacigin konumundaki Ax belirsizligini su baginti ile tanimlayabiliriz:

(Ax)2 = <(x - <x>)2> =0| = Ax’in hassas tanimi1  (5-16)
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8.04 Kuantum Fizigi Ders V

Esitligin sag tarafini agarsak:

((z = (@)*) = (2" — 22(a) + (2)")
= (%) — 2(2)(2) + ()"

(Az)? = (27) — ()" (5-17)
Benzer sekilde, 43( p)‘zmomentumun olasilik yogunlugu oldugundan,
0= [ amlr = [ asanlomP (5-18)
0w = [ g @ = [ dksiamlo)? (5-19)
(Ap)* = ((p = (p))*) = (*) — (»)* (5-20)

Bu tanimlar kullanarak su teoremi ispatlayabiliriz:

Teorem 5.1. Herhangi bir y/(x) i¢in

AxAk z%. (5-21)

esitsizligini yazabiliriz. 7 ile carpilirsa, Heisenberg belirsizlik ilkesini elde ederiz.

AxAp = Z . (5-22)

Esitlik sadece Gauss fonksiyonlari i¢in gegerlidir.

Ispat. Simdi pozitif nicelik

[()\)—/;Ocdx

oo

2

Wit (5-23)

() + )\@

ele alalim, burada A gercel bir sayidir. Genelligi kaybetmeksizin koordinat sisteminin
baslangi¢ noktasini, par¢acigin konumunun beklenti degeri olan (x) = 0 olarak segebiliriz.
I (M) daki integrand1 integral disina alirsak, ii¢ terim vardir. Bunlardan ilki

/OO dzz’|p(z)|? =< 2° >= (Ax)? (5-24)

o
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8.04 Kuantum Fizigi Ders V

olur zira (x) = 0. Ikinci terim, kismi integrasyon yoluyla

/_O:O drAx (1/) (%) +* d(/) = /_Z da)\x (1/) )

— X @U@ - [ o)

=0 eger x— +oo =\ olur zira ¢(z)
iken ¥ (2)=0 ise normalize
edilmistir.
= X (5-25)

bulunur.

Sonuncu terim Fourier doniisiimii cinsinden temsil edilebilir.

. o . [ee] 1 o ~ )
A2 / da = / da (%E dk¢,(k,=)em)

d 1 &2 ~ o\
. 7 dk/ k, ezk’:ﬂ)
(5= | awow

A—z i G (/m dkike (k) “‘"") (/OO dk'ik' (k' )e kw)
/ dk / AR TR (k) (k) / etk

d (/}
dx

2o (k—k')
/ dkz/ Ak kK $(k)* (K5 (k — )
o [ o
)
= M (Ak)>. (5-26)

Burada yine sonuncu adimda, (p) = 0 olan bir koordinat sistemini genellesmeyi bozmadan
Kabul etmis bulunuyoruz. Boylece

I(\) = (Az)* — A+ N}(Ak)?, and I(A) > 0 for all A

2 2 )\ 1 1 2
= (Ak) (A P 4(Ak:)2> ~ 1aRe T8

2 /| ? 2 4
= (Ak) <>\—72<Ak)2) + (Az) VI (5-27)

bulunur.

I (N) > 0 olmas1 bdylelikle, (Ax)2 = L veya AvAk = 5 olmasini gerektirir.

Ak)?
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8.04 Kuantum Fizigi Ders V

Bir ev ddevi probleminde esitligin sadece Gauss dalga paketleri i¢in gegerli
oldugunu gostereceksiniz. Ispatlamaksizin esitligin sadece Gauss dalga paketleri i¢in
gecerli oldugunu biliyoruz. Ayn1 hesaplama zaman-frekans bolgesinde

AwAt = % (5-28)
veyahut 7 ile carpilirsa, E =ho,
h
AEAt = > (5-29)

olur. =Enerji-zaman belirsizligi. Heisenberg belirsizligi ortaya ¢ikmaktadir zira sonlu bir
zaman araliginda (konum aralig1) bir frekansi (dalga boyu) dlgmekteki kabiliyetsizligimiz
s0z konusudur.

Compton Saginimi: x-1s1nlarini sagindiran elektronlar

Gortiniir 151k madde (elektronlar) tarafindan sagindirildiginda, saginmis 1s1k yaklasik olarak
gelen 1s1kla ayni frekansa sahiptir. Compton (1922) x-1s1nlar1 igin yaptig1 gézlemde,
sa¢inan 15181n dalga boyunun arttiini ve bu artigin genis sagindirma agis1 6 i¢in daha fazla
oldugunu saptamistir. Geri saginim (6 = ) icin dalga boyu kaymasi

1

®

Sekil II: Compton Saginimi

AL =A'— A olup, A\ = 4,85x10 "> m degerine sahip oldugu ve bunun x-1gmlarmm dalga
boyundan bagimsiz oldugu bulunmustur. Compton bu durumu iki pargacik; bir electron ve
bir x-151n1 fotonu arasindaki bir saginma siirci gibi yorumladi ve bu esnada enerji ve
momentumun korunumu saglanmistir. Baglangicta hareketsiz elektron daha sonra serbest
bir parcacik gibi ele alinmistir (atoma bagl elektronun ilk enerjisi ~10 eV, x-1511 foton
enerjisi ise 10 keV’dur.)
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8.04 Kuantum Fizigi Ders V

0=0 0=m/4
)”n 7Ln
(2) 0=0 (b) 0 = /4
0.0485A
0=n/2 < = 0=n
A A =0.71A
(c)d=m/2 (d)yo=mn

Sekil IIT: Compton Saginimi (degisik agilarda)

w =clk] =
p =0
W =clk| =

Sekil IV: Compton Saginimi
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8.04 Kuantum Fizigi Ders V

Elektron enerjisi: E = mgc®

E? = p2c + mic!
Momentum korunumu: hk = p’ + hk'
Enerji korunumu: hw = E' + ho'

Odevinizde, bu kabullenmeler sonucunda bir dalga boyu kaymasi ortaya ¢ikacaktir:

AN =N — A\ =A(1-cosO) = Compton kaymasi (5-30)

ve burada A, =--=0.024 A, sbt. olup, elektronun Compton dalga boyu olarak bilinir.

Ay = % ise sanal momentumu p = m.c olan bir parcacigin deBroglie dalgaboyudur. Bu

formiil, kaymaya ugramis esnek olmayan saginma pikini agiklar. A’ = A de gézlemlenen
kaymamuis esnek pik ise sikica bagli i¢-kabuk elektronlarinin saginmasiyla agiklanabilir. Bu
durumda, atomun tamami (10* kez biiyiik kiitleli) momentum sogurur ve sonugta
Compton’un gézlemleyemedigi daha kii¢iik bir geri tepme enerji kaymasina yol acar. x-
1511 fotonunun enerji kaybi, herbir fotonun saginma siirecinde momentumun
korunumunun bir sonucu olarak elektrona aktarilan KE den ileri gelmektedir. Eger 7—0
(yani £ = hvve p = hk degerleri bireysel olarak fotonlarla ilgili olup, bunlar ¢ok kiiclik
olurlarsa, A, = mLc — 0 olur ve higbir kayma olamaz): Compton kaymasi, 15181n “tanecik”

kuantumlanma dogasiyla ilgili bir KM etki olmaktadir. Compton saginmasi, E = hw
enerjisi ve p =hk =22 momentumunu tastyan bireysel fotonlar mevcut oldugunu ve
elektronlarla 151k arasindaki etkilesmenin, momentum ve enerjinin korunumuna tabi olan
bir saginma siireci oldugunu gostermistir.
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