Yorumlamalar

Birinci eksiklik teoremi sadece aritmetik dili i¢in degil, aritmetik dilinin
cevrilebildigi baska diller igin de gegerlidir. Bizim kullanacagimiz “¢eviri” kavrami
Tarski, Mostowski ve Robinson’ un Undecidable Theories* adli kitabindan gelir. [,

birinci diizeyden yiiklemler dizgesini kapsayan ve bundan bagkaca mantiki araclari

icermesi ya da icermemesi miimkiin olan bir dil olsun. Aritmetik dilini & ye ¢evirmek

icin, “xo bir dogal sayidir” 1 temsil etmek iizere N(Xo) gibi bir & tamdeyimini, “xo= 0"1
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temsil etmek tizere de Z(Xo) gibi bir tamdeyimi segelim. Bir de “x;, xo’1n ardilidir”, “x,=

29 <C

(x0+X1)7, “%2 = (X0"X1)”, “X2 = (X0 E x1)” ve “x0 <Xx,”1 temsil etmek iizere ¥ nin

strastyla “S(xo, X1)”, “A(X0, X1,X2)”, “M(Xo, X1, X2)”, “E(X0, X1,X2)” ve L(Xo, X1)

tamdeyimlerini segelim.

Ornek olarak, &%, mantiki olmayan tek sembolii “€” (“elemanidir”) ikili yiiklemi

olan kiimeler kuraminin dili olsun. Aritmetik dili i¢cinde aritmetik ifadeler olusturma

yontemimiz John von Neumann’ a bagh kalacaktir.” Bos kiime yani @ 0’1, {@} 1’1, {{@}}

' Amsterdam: North-Holland, 1953. Burada gelistirdigimiz kavram géreli yorum denilen
kavramdir.

' Ernst Zermelo tarafindan 6ne siiriilen daha 6nceki bir 6neri, sayilar kuramini kiimeler kuramina
indirgemek i¢in 0’1 bos kiime ile ve bir ardili en yakin 6ncelinin birim kiimesiyle belirtmekti. Bu durumda
1’1 {9} ile, 2°yi {{D}} ile, 3’1 {{{D}}} ile belirtiriz ve bu sekilde devam eder. Sadece aritmetik ile
ilgileneceksek onerilerin biri 6teki kadar iyidir. von Neumann’ in yonteminin genellikle tercih edilmesinin
sebebi sorunsuz bir sekilde sonludtesine uzanmasidir. Zermelo ve von Neumann’ in makalelerini Jean van
Heijenoort’ un From Frege to Gédel (Cambridge: Cambridge University Press, 1984)’ inden
okuyabilirsiniz. Sayilar kuraminin kiimeler kuramina ¢ok sayida ve esit seviyede etkili indirgemelerinin
olusu, matematik felsefesi lizerinde ciddi ve rahatsizlik verici etkilere sahip olarak diisiiniilmiigtiir. Bkz.



2’yi temsil eder ve bu temsil, bir n sayisina karsilik n’ den kiigiik sayilari temsilen
kullandigimiz kiimelerin kiimesini alarak devam eder. Sayilar kuramini kiimeler
kuramina, rakamlarin belirli kiimelere igaret ettigini kabul ederek indirgedigimizi
diisiinebiliriz. Indirgeme ag1sindan diisiiniince, bir say1, dncellerinin kiimesine esittir

diyebiliriz.

“Z(x)”, “~(Jy) y € X” olacaktir; bu, sifir 6gesini bos kiime ile 6zdeslestirir. Takip
eden fonksiyon x’ 1, x [] {x}’e gotiiren islem ile gosterilir; dolayisiyla “S(x,y)”yi
“Vz)(z€y<« (z€XVz=x))" esit alirnz. “N(x)”, x” in dort 6zelligi oldugunu

sOyleyecektir.
x gecislidir: (Vy)(Vz)((YEXAZEyY) > Z EX).
x baglantilidir: (Vy)(Vz)((YEXAzEX)—>(yEzVy=2z VZEY)).
x 1yi temellenmistir: (Vy)((3z)(z€yAz€x)—> (Tz)((ZzEXAZEY)A
~@AW)(WEXAWEYAWEZ))).
x'in esigi yoktur: (Vy)((y€xA (3z)z€y) = (Az)(ZEXA
(Vw)(wey e (wWEzVw=17)))).

Uciincii kosul bize matematiksel tiimevarimin ilkesini veren kosuldur. Kiimeler

kuraminin aksiyomlarinin en sik rastlanan diizenlemesi, her kiimenin iyi temellenmis

Paul Benacerraf, “What Numbers Could Not Be”, Benacerraf ve Hilary Putnam (Dii.), Philosophy of
Mathematics, 2.baski (Cambridge: Cambridge University Press, 1984) iginde.



oldugunu sdyleyen bir aksiyoma sahiptir. Boyle bir aksiyomun varlig1 tigiincii maddeyi

gereksiz kilar. Dordiincii madde her sayinin ya 0 ya da bir ardil oldugunu soyler.

Toplama, carpma ve iist almay1 kiimeler kuraminda agiklamak i¢in dnce Ikili’nin
kiime kuramindaki mukabiline, kiimelerin bir siral1 ikilisini tek bir kiime olarak kodlayan
bir fonksiyona® ihtiyag vardir. Bu amagla, herhangi bir a ve herhangi bir b kiimesi igin su

tanimi1 veririz:

<a.b>=pe{{a}, {ab}}.

Herhangi bir a, b, ¢ ve d i¢in, a = c ve b =d oldugunda, ve ancak boyle oldugunda, <
a.b.> = <c, d > oldugunu ispatlamak kolaydir. Elimizde ikileme fonksiyonu olunca,
“A(x,y,2)”, M(x,y,2)” ve E(X,y,z) tamdeyimlerine, yinelemeli tanimlar1 agik tanimlara

doniistiirmek i¢in kullandigimiz alisilmis yontemi uygulayarak ulasabiliriz. “L(x,y)”, “x

€ y” demektir.

Ceviri planimizi1 bir kez belirledikten sonra aritmetik tamdeyimleri & ‘ye su

yoldan geviririz: Verili bir ¢ climlesinde, fonksiyon igareti yuvalanimlarini eleriz ve ¢’ yi,

ona mantiki olarak denk, barindirdig1 boliimsiiz tamdeyimler asagidaki yedi formdan

birini alan bir tamdeyim olarak yazariz:

Xi= Xj

3

! Kullandigimiz fonksiyon, temel fikir Norbert Weiner’ e ait olsa da, Kazimierz Kuratowski
tarafindan tasarlanmisti. Ikisinin de makaleleri van Heijenoort cildinde bulunmaktadir.



Xj= SXj
XK= (Xi+ X))
Xk = (Xj 'X;j)
xk = (xi E %)

Birinciyi bir tarafa birakip digerlerini, ¢akismalarin 6nlenmesinin gerektirdigi sekilde
bagli degiskenleri doniistiirerek, “L(x:,X;)”, “Z(Xi)”, “S(Xi,Xj)”, “A(Xi,Xj,Xk)”, “M(Xi,Xj,Xx)”
ve “E(x;,X;,xx)” ile sirasiyla degistiririz. Son olarak “(Vx;)” ve “(3x;)” yerine, “(Vx;)(N(x;)

= ...)7 ve “(Ix;)(N(xi) A ... )" geger.

Ornek olarak (Q4)’ ii cevirelim; “(Vx)(Vy)(x+sy) = s(x+y)”. Once béliimsiiz
tamdeyimlerin hepsinin istenilen formda oldugu denk bir ciimle buluruz. Bunu yapmanin

cesitli yollar1 vardir; ancak hepsi, mantiki olarak denktir. Bunlardan bir tanesi soyledir:

(Vx0)(VX1)(VX2)(VX3)(VX4)(VX5) ((( X2 = 8X1 A X3= (XotX2)) A (X4 = ( XX

) A Xs :SX4)) — X3 = X3).
Gerekli degistirimleri yaptiktan sonra suna ulasiriz:

(Vx0)(N(x0) = (Vx1)(N(x1) = (VX2)(N(x2) = (VX3)(N(x3) = (VX4)(N(x4) =

(Vxs5)(N(x5) = ((( S(x1.x2) A A(X0,X2,X3)) A (A(X0,X1,X4) A S(X4,X5))) = X3 = X5 )))))))



Verili bir [" aritmetik kurami ve & ‘de ifade edilen bir A kurami i¢in, A

asagidakilerin her birini veriyorsa, A 'nmn, I’ y1 yorumladigi séylenir:

[” nin her bir aksiyomunun gevirisi.

@FX)(YN(Y) A Z(Y)) <y =X).

(VX)(NX) = @Ey)V2)((N(2) A S(x,2)) <> 2 =Y))

(VX)(VYINE) AN(Y)) = @2)(VWHN(W) A AX,Y,W)) <> W =2))
(VX)(VYINE) AN(Y)) = @2 (VWHN(W) A M(X,y,W)) <> W =2))
(VX)(YY)(NX) AN(Y)) = F2)(YWHN(W) A E(X,y,W)) <> W = 2))

Bu ciimleler, fonksiyon isareti yaziminda yerlesik olan, neyin neyle bagintida olduguna

iliskin kosullar1 agiklarlar.
Su oldukga zayif kiimeler kurami, Q’ yu yorumlayabilmektedir:
(VX)(VY(V2)(zEXx >z EY) > X =Y)
(3~@3y)y €x
(Vx)(Vy)(Az)(VW)(WEzZ & (WEX VW =Y))
A , yinelemeyle aksiyomlulastirilmis bir kuram olsun ve Q bu kuramla

yorumlanabiliyor olsun. £ deki bir kuramin “yinelemeyle aksiyomlulastirilmis” oldugunu

sOylerken, # nin agiklamalarina bir kod sayilar1 sisteminin makul bir sekilde atandigini



kabul ediyorum. Burada bizim amaclarimiz bakimindan bu kodlama i¢in gerekli olacak
sey, aritmetik bir climleyi ¢evirisine gotiiren fonksiyonun yinelemeli olmasidir. A’ nin
yinelemeyle aksiyomlulastirilmis oldugunu agiklamanin bir bagka yolu da, A’ nin
sonuglar kiimesinin fiilen sayilabilir oldugunu s6ylemektir - bu agiklama bi¢imi Church-
Turing tezine dayanir. Bir diger agiklama, A’ nin tek bir aksiyom taslag ile
aksiyomlulastirilabilecegini sdylemektir. Burada Robert Vaught® un* bir teoremini
kullaniriz: Sonlu dagarciga sahip bir dilde olusturulmus ve kendisinde Q'yu
yorumlayabilecegimiz bir kuram, tek bir aksiyom taslagi tarafindan

aksiyomlulastirilabilir ise, ve ancak boyleyse, yinelemeyle aksiyomlulagtirilmistir.

Yinelemeyle aksiyomlulastirilmig, Q’ nun yorumu olabilecek bir A kuramu i¢in, A’
nin biitiin teoremlerini kapsayan ve A’da ciiriitiilebilecek biitlin ciimleleri dislayan bir
yinelemeli D kiimesi olamaz. Ciinkii boyle bir kiime olsaydi, ¢evirileri, D’ nin elemanlari
olan aritmetik climlelerin kiimesi, Q’ nun teoremlerini kapsayan ve Q’ da giiriitiilebilecek
climleleri diglayan yinelemeli bir aritmetik ciimleler kiimesi olurdu. Buradan anlasilir ki,

A tutarli ise eksiktir.

Yorum kavramimiz aritmetik dilinin bir tamdeyiminin bir & tamdeyimi olarak

cevrilmesini gerektirir. Bir aritmetik teriminin bir &% terimi olarak ¢evrilmesine gerek

yoktur; ¢iinkii &, kiimeler kuramu dili gibi, degiskenlerden baska higbir terimi olmayan

bir dil olabilir. Bunun yerine yapabilecegimiz sey, aritmetik terimlerini % deki belirli

' “Axiomatizability by a Schema”, Journal of Symbolic Logic 32 (1967): 473-479



betimlemelere ¢evirmektir. Ornegin, “[2]” sayisinin ¢evirisi sudur: “(1x)(3y)(3z)(N(x) A
N(y) A N(2)) A (Z(z) N S(z,y) A S(y,x))).” Daha sonra da belirli betimlemeleri %

tamdeyimlerinden elemek i¢in Russell’ mn yéntemini’ kullanabiliriz. Simdilik bu zorlugu

gormezden gelip, & tamdeyimleri, ¥ deki rakamlarla belirtilen kod sayilar1 tarafindan

temsil ediliyormus gibi davranacagim; tipki aritmetik dilinde oldugu gibi.

Y(x) , bir # tamdeyimi olsun. Aritmetik dilinde uygulanan kendine génderim

lemmasi bize bir ¢ aritmetik ciimlesi verir. Soyle ki:

Q |—(¢<—> Ay)([LOLI] A w (y) nin & ye gevrisi y’ dir.)

Burada, bir aritmetik tamdeyiminin kod sayisini, o tamdeyimin ¢evirisinin kod sayisina
gotiiren fonksiyonun, bir X formiilii ile temsil edilebiliyor olmasindan faydalaniyorum.

Bu durumda:

Q F(vy)([rd]« y=[r0-] in # ye cevirisi y’ dir.)

A, Q’ yu yorumladigindan,

A F (O o y(-0)).

5

! “On Denoting”, Mind yeni seri 14 (1905): 479-493. Russell” in a¢iklamalarindan Mantik I’ de
bahsetmistik.



Oyleyse kendine génderim lemmasi sadece aritmetik dili i¢in degil, aritmetik dilinin

cevrilebildigi diller i¢in de gegerlidir.
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Simdiye kadar aritmetik dilindeki isaretinin, & nin isareti olarak

cevrildigini kabul ettim. Fakat bu zorunlu degildir. Yorumlayici kuramimiz A’ nin, I’
teoremlerini ispatlarken kullanilan 6zdeslikle ilgili bir takim olgulara tekabiil eden

b

onermeleri ispatladigini kesinlestirebilirsek, I(x,y) bigimindeki & tamdeyimini “x =y’

nin ¢evirisi olarak segebiliriz. Daha belirli olarak, A , “I”” nin bir denklik bagintisini

adlandirdigini ispatlamalidir:

(VX)(N(x) = I(x,x))

(VX)(VY)(N(x) A N(y)) = (I(xy) = 1(y.x)))

(VX)(VY)(VZ)(N(X) A N(y) A N(2)) = ((I(x,y) A 1(y,2)) = 1(x,2)))

Ve de “I”’ nin bir tipatiplik oldugunu ispatlamalidir:

(VX)(Vu)((N(X) A N(W) = (Z(x) A Z(w) = 1(x,0)))

(VX)(VY)(Yu)(VV)((N(X) A N(y) A N(u) AN(V)) = (S(y) A S(u,v)) A
I(x,u)) = I(y,v)))

(VX)(VY)(VZ)(Yu)(VV)(YW)((N(x) A N(y) A N(z) A N(u) A N(v) A N(w)) =
((A,¥2) A Adu,v,w)) A (I(x,w) A T(y,v))) = 1(z,w)))
(VX)(VY)(VZ)(Yu)(VV)(YW)((N(x) A N(y) A N(z) A N(u) A N(v) A N(w)) -

(M(x,y,2) A M(u,v,w)) A (I(x,0) A I(y,v))) = 1(z,w)))



(VX)(VY)(VZ)(Yu)(VV)(YW)((N(x) A N(y) A N(z) A N(u) A N(v) A N(W)) =

(E(X,y,2) A E(u,v,w)) A (I(x,0) A I(y,v))) = 1(z,w)))

(VX)(VY)(VW)(VV)((N(x) A N(y) A N(u) A N(V)) — ((I,0) A T(y,v) A

L(x,y)) = L(u,v)))



