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1. Problemin ¢oziimii
a) (on puan) Once Alice i¢in uygun kazanclar1 bulahm. Soruda verilen bilgiler

1g1ginda kazanclar alttaki tablodaki gibi olacaktir.

Bob
A M E
Alice P a b c
G b a c

b’ye 0 degerini atayabilliriz ve (b > ¢ bilgisini kullanarak) c’ye de —1 degerini
atayabiliriz. Geriye sadece a’y1 ¢ozmek kaliyor. bunu yapmak i¢in, Alice’in Penn is-
tasyonunu Grand Central’a ancak ve ancak p > g—r/2 oldugunda tercih ettigibilgisini

kullanacagiz. Yani,

ap+0qg+0(1 —p—q)>0p+aqg+ (=1)(1 —p—q) (1)

ancak ve ancak p > ¢ — (1 —p—¢)/2. Bunlan diizenleyerek gorebiliriz ki, a(p —q) >
(=1)(1 — p — q) ancak ve ancak (p —¢q) > —(1 — p — ¢)/2. Yani, istiyoruz ki,
a(p—q) > (=1)(1 — p — q) ancak ve ancak 2(p — q¢) > (—1)(1 — p — ¢q). Dolayisiyla,
goriiyoruz ki a = 2 olmali.

Simdiyse, Bob’un kazanclarina bakalim. Soruda verilen bilgiler is1g1nda kazanclar
alttaki tablodaki gibi olacaktir.



Bob
A M E
Alice P z =z w

G z y w

Ayrica, Alice’in Penn istasyonunda bekleme olasiligi 1/2’den biiyiikse, Bob Am-
trak’t MetroLiner’a tercih eder, yani, x > y. Bu bilgi 1q1ginda, z’e 1, y’ye de 0
atayabiliriz. Simdi, z ve w’yu ¢6zmemiz gerekiyor. Alice’in Penn istasyonunda bek-
leme olasihigma s diyelim. Bob’un Amtrak’s MetroLiner’a ancak ve ancak s > 1/3
oldugunda tercih etmesi, 1s + 2(1 — s) > zs + 0(1 — s) ancak ve ancak s > 1/3
anlamina gelir. Bu z = —1 ise dogrulanir. Son olarak, Bob’'un Amtrak’s Ev’e ancak
ve ancak s > 2/3 oldugunda tercih etmesi 1s + (—1)(1 — s) > w ancak ve ancak
s > 2/3 anlamina gelir. Bu da w = 1/3 anlamina gelir. Dolayisiyla, sonug olarak,

normal bi¢imli oyunumuz soyledir:

Bob
A M E
Alice P 2,1  0,—-1 0,1/3
G 0,-1 20 —1,1/3

b) (besg puan) Oyuncularin kazanglarina herhangi bir afin transformasyon uygu-
ladigimizda oyunun yapisini korumu oluruz. Alice’in kazanglarina 1 ekleyelim ve

Bob™unkileri de 3 ile carpalim. Bu durumda

Bob
A M E
Alice P 3,3 1,-3 1,1
G 1,-3 3,0 0,1
olur.

¢) (on puan) Soru rasyonellegtirilebilen strateji vektorlerini istiyor. Emnin M’i

kesin domine ettigini goriiyoruz. M’yi oyundan cikarttigimizda elimizde



Bob

A E
Alice P 3,3 1,1
G 1,-3 0,1

oyunu kalir. Bu oyunda, P G’yi kesin domine eder. G’yi ¢ikartiyoruz ve

Bob
A E
Alice P 3,3 1,1

oyununu elde ediyoruz. Alice’in Penn istasyonuna gittigi ve Bob’un da A ve H
arasinda se¢im yaptigi bu oyunda, A H’yi kesin domine eder. Bu durumda, tek olas
sonug, verili tercihler ve her iki oyuncunun da beklenen faydayir maksimize ettigi
ortak bilgisi altinda, Bob’un Amtrak trenine binmesi ve Alice’in de onunla Penn

istasyonunda bulugmasidir.

2. Problemin ¢ozimii

a) (alt1 puan)

LIx Llp LrA Lrp RIN Rlp RrA Rrp

Axa 3,0 30 30 30 02 02 02 02
Axb 30 30 30 30 02 02 02 0.2
Aya 15 15 15 15 02 02 02 02
Ayb 15 15 15 15 02 02 02 0.2
Bxa 1,2 12 21 21 12 12 21 21
1 Bxb 1,2 12 21 21 12 12 21 21
Bya 12 1,2 21 21 12 12 21 21
Byb 1,2 12 21 21 12 12 21 21
Cxa 10 21 10 21 10 21 10 21
Cx» 01 00 01 00 01 00 01 0,0
Cya 10 21 1,0 21 10 21 1,0 21
Cyp 01 00 01 00 01 00 01 00

b) (yedi puan) 1. oyuncu igin, Cxa (digerleri arasindan) Cxb ve Cyb’yi kesin

domine eder. Ayrica, Axa ve Bxa’y1 1/2 olasilikla oynayan karma stratejisi de
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hem Aya’yt hem Ayb’yi kesin domine eder. 1. oyuncunun tiim diger stratejileri
2. oyuncunun bir stratejisine en iyi tepkidir, dolayisiyla kesin domine edilemezler.
Benzer sekilde, 2. oyuncunun her stratejisi 1. oyuncunun bir stratejisine en iyi
tepkidir, dolayisiyla 2. oyuncunun kesin domine edilen hicbir stratejisi yoktur. Kesin

domine edilen stratejileri eledigimizde

LI\ Llp LrA Lip RIA Rlp RrA Rrp
Axa 3,0 30 30 30 02 02 02 0.2
Axb 30 30 30 30 02 02 02 02
Bxa 1,2 12 21 21 12 12 21 21

Bya 1,2 12 21 21 12 12 21 21
Byb 1,2 1,2 21 21 12 12 21 21
Cxa 10 21 10 21 10 21 10 21
Cya 10 21 10 21 10 21 10 21

elde ederiz. Bu yeni 8x8’lik oyunda, Lr\, Llp ve RrA’y1 1/2 olasilikla karan karma
strateji tarafindan kesin domine edilmektedir. diger tiim stratejiler diger oyuncunun

en az bir stratejisine en iyi tepkidir. Ikinci tur eliminizasyondan sonra

2

LIA Llp Lrp RIA Rlp RrA Rrp

Axa 30 30 30 02 02 02 02
Axb 30 30 30 02 02 02 0.2
Bxa 12 1,2 21 12 12 21 21

1 Bxb 1,2 12 21 12 12 21 21
Bya 12 12 21 12 12 21 21
Byb 1,2 12 21 12 12 21 21
Cxa 10 21 21 10 21 10 21
Cya 10 21 21 10 21 1,0 21

elde ediyoruz. Bu 8x7’lik oyunda, her bir strateji diger oyuncunun en az bir strate-
jisine en iyi tepkidir, dolayisiyla da daha fazla eliminizasyon yoktur. Bu durumda,
rasyonellegtirilebilen stratejiler, 1. oyuncu i¢in Axa,Axb,Bxa,Bxb,Byb,Cxa ve Cya,
2. oyuncu ic¢inse, LI\, Llp,Lrp,RINRlp,RrA veRrp’dur.
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¢) (beg puan) 1.

oyuncunun bu stratejileri oynamaktan elde edecegi kazanclar koyu renkle alttaki
taboda gosterilmigtir. Bunu 1. oyuncunun 2. oyuncunun diger stratejilerine karsi
olan en iyi tepkileri i¢in de yaptik. Benzer gekilde 2. oyucunun da en iyi tepkilerini
isaretledik. Eger heriki kazang koyu renkiyse, bu her iki oyuncu da birbirlerine kargi

en iyi tepki oynuyor demektir (yani, Nash dengesidirler).

Axa
Axb
Aya
Ayb
Bxa
1 Bxb
Bya
Byb
Cxa
Cxb
Cya
Cyb

Bu durumda, 8 tane Nash dengesi vardir: (Bxa,RI\), (Bxb,RI\), (Bya,RI\),
(Byb,RIN), (Cxa,Rlp), (Cxa,Rrp), (Cya,Rlp) ve (Cya,Rrp).

d) (yedi puan) 1. oyuncu icin, Aya, Ayb, Cxb ve Cyb, Axa tarafindan domine
edilmektedirler. Diger stratejilerin higbiri domine edilmemektedirler (karma strate-
jiler tarafindan bile) ¢linkii herbiri 2. oyuncunun bir stratejisine en iyi tepkidir ve
1. oyuncunun bagka bir stratejisi yoktur ki, en iyi tepki olsun ve 2. oyuncunun
herhangi bir stratejisine kargidaha yiiksek bir kazang getirsin. 2. oyuncu igin, Rlp,
Rrp’yi domine eder, RI\, RrA’y1 domine eder, LI\, LrA’y1 domine eder ve Llp da
Lrp’yu domine eder. Ancak Rrp, RrA,LIA ve Llp domine edilmezler (buna kandinizi

LIA

LrA

RIA
0,2
0,2
0,2
0,2
1,2
1,2
1,2
1,2
1,0
0,1
1,0
0,1

oyuncunun LIN’ya karsi en iyi tepkisi Axa ve Axb’dir.

inandirabilmelisiniz). Dolayisiyla, bir tur eliminizasyon sonrasinda,



LA Llp RIN Rlp
Axa 3,0 30 02 02
Axb 30 30 02 02
Bxa 1,2 12 1.2
1 Bxb 1,2 12 12 1.2
Bya 12 12 12 172
Byb 1,2 12 1.2
Cxa 10 21 10 21
Cya 10 21 10 21

oyunu kalir elimizde. Simdi, 1.oyuncu i¢in, Cxa, Bxa,Bxb,Bya ve Byb’yi domine
eder. Axa, Axb, Cxa ve Cya domine edilmezler. 2. oyuncu icin, Rlp dominant bir

stratejidir. Dolayisiyla, ikinci tur elemeden sonra,

2
Rlp
Axa 0,2
1 Axb 0,2
Cxa 2,1
Cya 2,1

elde ederiz. Bu oyunda, Cxa, Axa ve Axb’yi domine eder. Uglincii turdan sonra ise

2
Rlp
1 Cxa 2,1
Cya 2,1

elde ederiz. Burdan sonra bagka eleme yapamayacagimiz acik olmali. dolayisiyla,
domine edilen stratejilerin yinelemeli eleme yolundan sag ¢ikanlar, 1. oyuncu igin

Cxa ve Cya, 2. oyuncu i¢inse, Rlp’dur.



3. Problemin c¢oziimu

a) (10 puan) i’'nin kazanci

x; — xit(xy, .., Tp) (2)

dir. Diger oyuncularin se¢imleri veriliyken, {xj }ji, 1 Oyuncusunun optimal stratejisi

oyle bir z; secmektir ki,

ot
8%

—t(a}, xy, gy ay) = 0= 2 =1 — (], 25, .., 24, .., T)) (3)

1—ZEZ' n

olsun.

Tim ogrenciler tizerinden toplama yaptigimizda,

n
n+1

(4)

n
Zx;‘ =t(ay,...,x) =n—nt(z],...,z.) = t(a],...,x}) =
j=1

elde ederiz. (1)’deki t(z7,...,x3)’yi (2)’yi kullanarak yazdigimizda,

B 1
Cn+1

Z;

(5)

elde ederiz. dolayisiyla, tek olan Nash dengesinde, her bir 6grenci .- buytkliginde
bir veri gonderip, ﬁ’lik bir kazang saglar.
b) (15 puan)

1. Ogrenci #'nin kazanc
M + x; — xit(xq, .., x,) — p; (6)

idir. Birinci kisimdaki gibi ilerleyecegiz. Diger oyuncularin segimleri veriliyken,

{7 }ji, 1 oyuncusunun optimal stratejisi Oyle bir z; secmektir ki,

o
(9.7:2-

*
n

*

1—a; —t(ay, x5, Ty ) —p=0=a; =1 —t(a], 23, .., i, ..,xr) —p  (7)

olsun.



Tim ogrenciler tizerinden toplama yaptigimizda,

n
Zm}k =t(z],...,x)) = n—nt(x],...,x;)—np = t(z], ..., x}) =
j=1

(8)
. e . 1— ..
elde ederiz. Dolayisiyla, M ve p veriliyken, Nash dengesinde, her oyuncu n—+71’ birim
veri gondermeyi seger ve M + [i;ﬁ]Q kadar bir kazanc saglar.
2. Eger her oyuncu i;ﬁ birim veri gonderirse, p fiyatinda, bu %ﬁp)’lik bir ciro
getirir. Sifir kazang igin

1— 1—
oy~ ed=p) . p-p) ()
n+1 n+1

gerekir. Her oyuncunun edinecegi kazang

) 2R = - P ) (10)
dir, bu da maksimumunu p = ”2—;1 ve M = ZT_Ql’de saglar. Bu p ve M degerleri ﬁ’lik
bir toplam fayda getirir.

3. Eger n =1 ise, p ve M, (b)2’de sifir degerlerini alir ve toplam fayda da heriki
programda dal/4 olur. Bunun sebebi, sadece tek bir oyuncu varken, veri aginda bir
negatif digsalliga mahal yoktur ve dolayisiyla, veri iletimini parali yapmak toplam
faydayiy1 arttirmaz. n’nin daha biiyiik degerleri i¢in, ikinci program her zaman daha
iyidir - ogrencilerden veri transferi i¢in ticret alarak, ne kadar veri yollayacaklarina

karar verirken mevcut negatif digsalligi da hesaba katmalarini garanti etmis oluruz.

4. Problemin ¢oziimii

Simdi yapacagimiz, genellestirilmig n-oyunculu durum igin bir ispat. ¢;, ¢ adayinin
gercek tercihleri olsun. Diger adaylar i¢in bir bildirilmisg tercihler kiimesi, {s;};,
sabitleyelim (bunlar dogru tercihleri séyleyedebilir séylemeyedebilir). gy, soruda an-
latilan algoritma (bundan sonra bu algoritmaya Gale-Shapley algoritmas: diyecegiz)
bildirilen tercihler, (¢;, {s;};») icin kullanildiginda ortaya gikan eslesme olsun. Goste-
recegiz ki, eger bagka bir u eslesmesi varsa ve ¢ aday1 u eslesmesi altindaki pozisy-
onunu puy, altindakine tercih ediyorsa, o zaman p eglesmesi 'bloke’ edilir; yani, p

altinda eslestirilmemis yle bir aday (i adayindan farkh olarak) ve dyle bir pozisyon



vardir ki, (adaylarin bildirdikleri tercihlere gore) birbirleriyle eglesmeyi p altindaki
eslerine tercih ederler. Gale-Shapley makalesinde, gosteriyorlar ki, bulduklar: egles-
tirme algoritmasi her zaman ’sabit’ bir eglesme sonucunu dogurur (bildirilen tercihler
i¢in); yani, bloke eden bir ikili yoktur. Dolayisiyla eger i adayr p’yu py,’ye tercih
ediyorsa, Gale-Shapley algoritmasini ¢ adayimin bildirdigi herhangi bir tercihler, s;,
icin kullanarak p’yu elde etmek miimkiin degildir.

(ti,{s;}j»i) tercihleri altinda p eslesmesinin bloke edilecegini gostermek icin: M’
w'yu pups’e tercih eden adaylar kiimesi olsun; varsayim geregi M’ i adayini kapsar ama
tbi bagka adaylar1 da kapsayabilir. Siwrasiyla, pu(M') ve pp(M’), M’ kiimesindeki
adaylarin p ve py, altinda eslestirildikleri pzisyonlar kiimeleri olsun. Ayri ayr
diigtinmemiz gereken iki durum var (bundan sonrasi Roth ve Sotomayer’in 'Cift

tarafl eglegtirme’ kitabindaki 'Blocking Lemma’ 'ya dayanmaktadir).

e Durum 1: pu(M') # pup(M'). pw(M') — pp(M') kiimesinden bir w segelim.
Yani, w M’ kiimesinden bir adaya p altinda eslestirilmis ama gy, altinda
eslestirilmemis bir pozisyondur. Diyelimki, w = u(m’). m’ € M’ oldugundan,
m’ w’y1 pyy altindaki egine tercih eder. O zaman, m/, uj, altinda w’ya bagvurup
reddedilmis olmali; dolayisiyla, w, py(w) = m’i m”’e tercih ediyor olmali.
w ¢ py(M') oldugundan, m ¢ M’ idir. Dolayisiyla, m, w’y1 u(m)’e tercih
eder. Yani, (m,w), p’yu bloke eder.

e Durum 2: pu(M') = pp(M') = W'. Diyelim ki, w W' icindeki, up altinda
M’ kiimesinden bir adaydan bagvuru alan son pozisyon olsun. W”deki tiim
pozisyonlar M"’deki tiim adaylari reddettikleri i¢in, w bu bagvuruyu aldiginda,
bir m bagvurusuna niganlanmig olmalidir. O zaman, iddia ediyoruz ki (m,w)
bloke eden bir ikilidir. TIlk olarak, m ¢ M’; aksi takdirde, w tarafindan
reddedildikten sonra W”daki basgka bir pozisyona basvururdu ve bu w’nin
bdyle bir bagvuruyu alacak W’ daki son pozisyon olma varsayimiyla celigir.
Dolayisiyla, m p altinda py, altinda oldugundan daha kotii bir durumda olur.
Ayrica, m, w'ya, py(m)’le eslesmeden 6nce bagvurdugu (ve reddedildigi) icin,
w’y1 par(m)’e tercih eder. Dolayisiyla, m ayni zamanda w’y1 pu(m)’e tercih eder.
Diger taraftan, m w tarafindan reddedilen son adaydi; dolayisiyla, p(w)’y1 m’yi
reddetmeden 6nce reddetmis olmahdir. Dolayisiyla, m’yi p(w)’ya tercih eder.

Bu durumda, (m,w) u’yu iddia edildigi gibi bloke eder.



