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1 Eksik Bilgili Statik Uygulamalar

Bu ders notlar1 eksik bilgili ekonomik uygulamalarla ilgilidir. Amaci eksik bilgili statik
oyunlarda Bayesyen Nash dengelerini hesaplamak icin kullanilan temel teknikleri goster-
mektir. Bu uygulamalar Gibbons ders kitabinda tartigilmigtir. Bu notlar, temel adimlar:
gosterip, baz1 énemli detaylar1 aciklamaktadir. Ug uygulamaya bakacagiz. Cournot
duopoli-sinde, sonlu sayida tip ve siirekli miktarda eylem oldugunda, Bayesyen Nash den-
gelerini nasil hesapladigimizi gosterecegim. Diger iki uygulama ilk-fiyat ihalesi ve cifte
ihale olacak. Bu uygulamalarda, siirekli miktarda eylemler ve stirekli miktarda tipler ola-
cak. Bu durumda, tiim dengeleri hesaplamak kolay degildir ve genellikle bazi fonksiyonel
formlar1 olan dengeleri diigliniiriz. Burada, (i) simetrik ve lineer, (ii) simetrik ama li-
neer olmak zorunda olmayan ve (iii) lineer ama simetrik olmak zorunda olmayan dengeleri

diigiinecegiz. Simetri ve lineerlikten ne kastettigimizi, konu oraya gelince aciklayacagiz.

1.1 Eksik bilgili Cournot Duopolisi

Alttaki ters-talep fonksiyonlu bir Cournot duopolisi diigiinelim
PQ)=a-Q

Oyle ki, Q = q1 + ¢2. Firma 1’in marjinal maliyeti ¢ = 0’dir ve bu ortak bilgidir. Firma

2’nin marjinal maliyeti ise ¢y ’dir ve bu Firma 2 igin 6zel bilgidir. Alabilecegi degerler

cy 0 olasihigiyla ve

cr, 1— 6 olasihigiyla

idir. Her firma beklenen karlarini maksimize ederler.
Burada, Firma 1’in tek bir tipi, Firma 2’ninse iki tipi vardir. Dolayisiyla, Firma 1 i¢cin

strateji bir g; reel sayisidir. Firma 2 iginse bir strateji iki reel sayidan olusur, go (cgr) ve



q2 (cr), biri maliyet cp iken, digeri de maliyet ¢y, iken.

Bayesyen Nash Dengesi Simdi bir Bayesyen Nash dengesi hesapliyoruz, (¢7, ¢; (cx) , ¢5 (cL))-
Her firmanin her tipini ayr1 ayri1 diigiinecegiz. Oncelikle Firma 2'nin yiiksek tipini (cr)
distinelim. Dengede, bu tip, Firma 1’in ¢] trettigini biliyor. Dolayisiyla, iiretim miktar:

¢;(cp) alttaki maksimizasyon problemini ¢ozer

H}SX(P —cH)ge = max la —qi — g2 — cul g2

Dolayisiyla,

* a — q* —CH
o) = LI )

Simdi, Firma 2’'nin diisiik (cz) tipini diiglinelim. Dengede, bu tip de Firma 1'in ¢f

tirettigini bilir. Dolayisiyla, tiretim miktar1 ¢5(cr )alttaki maksimizasyon problemini ¢ozer

max [a — q] — q2 — ¢1] ga.
q2

Dolayisiyla,
a—qi —cL

iler) = T =L )
Burada o6nemli olan, her iki tip ayni ¢j’1 diisiinmesidir, ki bu, Firma 2’nin her iki
tipi tarafindan bilinen Firma 1’in stratejisidir. Simdi Firma 1’e¢ bakalim. Tek tipi var.
Firma 1 Firma 2’nin stratejisini bilmektedir, ama Firma 2’nin hangi tipiyle kars: karsiya
oldugunu bilmediginden, Firma 2’nin iiretim miktarini bilmemektedir. Firma 1, Firma
2’nin {iretiminin 6 olasilikla ¢5(cp), 1 —6 olasilikla ise ¢;(cr) olduguna inanir. Dolayisiyla,

alttaki maksimizasyon problemini ¢ozer

max6 o~ g~ g3(cm)] g+ (1= 0) [a— a1~ g3co)]
— max{a - g~ [Bg3(cn) + (1= O)g3(ce) o

Esitlik, Firma 2’nin tiretim miktar1 g2, Firma 1’in kazancina, [a — ¢1 — ¢2] ¢1 = [a — 1] ¢1—

q1q2, lineer olarak girmektedir.

Elg] = 0g3(ca) + (1 = 0)g3(cr)

terimi Firma 2’nin beklenen iiretim miktaridir. Dolayisiyla, Firma 1 bu beklenen iiretim

miktarina bir en iyi tepkiyi oynar. (Bunu ancak ve ancak digerlerinin eylemleri oyuncunun



kazancin lineer bir gekilde etkiliyorsa yapabiliriz.) Dolayisiyla,

g =2 ;3 2] _ a—[0g5(cu) +2(1 —0)as(c)] (3)

Bayesyen Nash dengesinin hesaplamak igin, (1), (2) ve (3)’te verilen ii¢ lineer denklemi,

47, ¢5(cr), g5 (cm) igin ¢ozmemiz gerekir. soyle yazabiliriz

-1

q 2 0 1-96 a
Gleg) |=11 2 0 a—cyg |,
g5(cr) 10 2 a—ct
ve bu bize
) 1—0)(cy —
e
3 6
. _a—2c, H(cy—crL)
. a+0cg + (1 —0)ct,
4 = 3

dengesini verir.

1.2 Ilk-fiyat ihalesi

Elimizde bir mal var ve iki teklif¢i bir miizyedede bu mali almak istiyorlar. Eg zamanh
olarak, her bir teklif¢i bir teklifte bulunur, b; > 0. Sonra, en yiiksek teklif mali kazanir ve
kendi teklifini 6der. Eger ayni teklifi verirlerse, o zaman kazanam bir yazi-tura belirler.
Bu mal i¢in, ¢ teklif¢isinin bigtigi deger v;’dir ve bu ¢ teklifcisinin 6zel bilgisidir. Yani,
v; 4 teklifgisinin tipidir. v; ve vo'nin [0, 1] iizerine tekdiize (uniform) dagilima tabi ve
”bagimsiz ve 6zdes dagilimli” oldugunu varsayiyoruz. Kendi bigtigi v; degerini bilen ¢ tek-
lif¢isi, diger teklif¢inin bictigi deger v; [0,1] iizerine tekdiize dagilima tabi oldugunu ve her
iki oyuncunun tip kiimesinin [0,1] oldugunu bilir. Hatirlarsak, bir oyuncunun diger oyun-
cularin tipleri hakkindaki inanislar1 oyuncunun kendi tipine baglh olabilir. Bagimsizlik,
kendi tipine bagh olmadigini varsayar.

Burada, eylemler b;’dirler ve bunlar [0,00) eylem uzaymndan gelirler; tipler v;’dirler
ve bunlar da [0,1] tip uzayindan gelirler; inamglar her tip i¢in [0,1] tizerine tekdiize

dagilimlardir. Oyunun tanimini tamamlamak igin fayda fonksiyonlarini da belirlememiz



gerekir. Fayda fonksiyonlari

v; — b; eger b; > bj,

vi—b;
2

ui(br, bg, v, v2) = eger b; = bj,

0 eger b; < b;.

seklinde verilmistir.
Bir Bayesyen Nash dengesinde, her tip v; beklenen kazanci b;’ler lizerinden maksimize

eder.
E [ui(b1, bz, v1,v2)|vi] = (v; — by) Pr{b; > bj(v;)} + %(w — b)) Pr{bi = b;(v;)}  (4)

Simdi, Bayesyen Nash dengelerini hesaplayacagiz. Ilk olarak, 6zel bir dengeye bakacagiz.
Burada kullanacagimiz teknik Bayesyen Nash dengesi hesaplamada kullanilan ¢ok yaygin

bir tekniktir, o ylizden adimlara dikkat ediniz.

Simetrik, lineer denge Simdi simetrik, lineer bir denge hesaplayacagiz. Simetrik, her

v; tipinin b;(v;) denge eylemleri, tip uzayindan eylem uzayma bir b fonksiyonu igin
bi (vi) = b (v3)

seklinde oldugu anlamina gelir, 6yle ki, b her oyuncu i¢in aym fonksiyondur. Lineer ise

b’nin v;’nin bir lineer fonksiyonu oldugu anlamina gelir, yani,
bi (vi) = a + cv;.
Simetrik ve lineer dengeyi hesaplamak i¢in alttaki adimlar: takip ediyoruz.
1. Adim Bir simetrik denge oldugunu varsayalim:

by (v1) = a+cn

by (v2) = a+cuy

tim tipler v1 ve vy icin, bazi sabitler a ve c i¢in, ki bu sabitler sonra bulunacaktir. Burada

onemli olan bu sabitler oyunculara ya da tiplerine bagl degildir.

2. Adim Her tip icin en iyi tepki fonksiyonunu hesaplayalim. Bir v; tipini sabitleye-

lim. Bu tipin en iyi tepkisini hesaplamak i¢in, énce farkedelim ki ¢ > 0. [Bu ¢ok agik



degildir; Gibbons’t okuyup diigtinmeniz gerekir.] O zaman, herhangi bir sabitlenmis b;

degeri igin, 1. Adimdan dolay1 b;, v;’de kesin artan oldugundan
Pr{bi = bj(’l)j)} = 0. (5)

Ayni zamanda da a < b; (v;) < v;’dir. [Yine, bunu agiklamamz gerekir.] Dolayisiyla,

E [ui(b1,bo,v1,v2)|v;] = (v; — b)) Pr{b; > a + cv;}
b; —
= (v = b)) Pr{y; < “—=}
bi a
= 7 b'L
(v — ) - 2

Burada, ilk esitlik (5)% (4)’te yerine koymakla bulunur. Ikinci esitlik basit cebir
islemleridir ve tiglincii esitlik v;'nin [0,1] fizerine tekdiize (uniform) dagilmis olmasindan
gelir. [Eger bu dersi aliyorsaiz, son adim sizin i¢in agik olmahdir.] En iyi tepkiyi hesapla-
mak i¢in, son ifadeyi b;’ye gore maksimize etmeliyiz. Tiirevi alip sifira egitleyince

v +a

b;
2

(6)
elde ederiz.

3. Adim En iyi tepki fonksiyonlarimin gercekten lineer olduklarini gésterelim, yani.,
bi, b; = a + cv; seklindedir. (6)’y1 tekrar yazarsak
1

a

elde ederiz. Hem 1/2’nin hem de a/2’nin sabit olduklarimi kontrol edelim, yani, v;’ye bagh

degiller ve her iki oyuncu icin de aynilar.

4. Adim a ve c sabitlerini hesaplayalim. Bunu yapmak icin, bir denge olabilmesi

i¢in (6)’daki en iyi tepkinin, b;'nin b(v;)’ye esit olmasi gerektigini goriiyoruz:

b,’ = b(Uz‘),

ya da
1 a
§vi+§ = cv; + a.



Bu bir esitlik olmali, yani, tiim v; degerleri icin dogru olmali. Dolayisiyla, v;'nin katsayisi

her iki tarafta da esit olmali:

1
c=3
Kesen de her iki tarafta ayni olmali.
a
a=—.
2
Dolayisiyla,
a=0.

Bu bize simetrik ve lineer Bayesyen Nash dengesini verir.
1
bi (Uz) = 502'.

Herhangi bir simetrik denge Simdi, b’nin lineer oldugunu varsaymadan, simetrik
bir Bayesyen Nash dengesi hesaplayacagiz. b'nin kesin artan ve tiirevlenebilir oldugunu

varsaylyoruz.

1. Adim Alttaki gibi bir Bayesyen Nash dengesi oldugunu varsayalim

bi(vi) = b(wn)
by (v2) = b(ve)

kesin artan ve tiirevelenebilir bir b fonksiyonu igin.

2. Adim Her tipin en wyi tepki fonksiyonunu hesaplayalim, veya en iyi tepkinin
saglayacagy birinci dereceden tiirevieri hesaplayalim. Bu noktada, j oyuncusunun denge

stratejisine gore oynadig verili iken, v; tipinin b; oynamaktan elde edecegi beklenen degerin

Eu; (by,ba,v1,v2) [vi] = (v; — b)) Pr{b; > b(v;)}
= (v = b)) Pr{v; <b71 (bi)}
= (vi—b)b~ " (bi),

oldugunu hesaplayalim, 6yle ki, b=', bnin tersidir. Burada, ilk esitlik bnin kesin



artan fonksiyon olmasindan dolay1 saglanir; ikinci egitlik yine b’nin artan olmasindan kay-
nakhidir ve son esitlik v;nin [0,1] {izerine tekdiize (uniform) dagilmig olmasindan gelir.
Birinci dereceden tiirev bu son terimin b;’ye gore kismi tiirevi alinip sifira esitlenerek elde
edilir. Kangikhiga mahal vermemek igin, en iyi tepki icin b; yazalim. Bu durumda, birinci

dereceden turev

db=1

=0.
bi=b?

idir. Bunu, ters fonksiyonun tiirev formuliinii kullanarak, alttaki gibi tekrar yazabiliriz.

1
b’ (v)

b7 (0]) + (0~ ) —o. (®)

b(v)=b7

3. Adim FEn iyi tepkiyi denge eylemleriyle belirleyelim, denge eylemlerini hesaplamay
yonelik olarak. Yani,
by = b(v;)

olsun. Bunu (8)’de yerine koyarsak

—v; + (v; = b (Uz'))b, 07) =0 9)

elde ederiz. Basit cebir ile,
b/ (Ul) v; + b (UZ) = Vj.
Dolayisiyla,
d [b(vi) vi]
dvi !

Dolayisiyla,

b(vi)v; = v?/2+ const.

b(vi) = wvi/2+ const/v;.

b(0) # oo oldugundan, const= 0 olmali. Dolayisyla,
b (’UZ) = Uz‘/2.

Bu durumda, sanshyiz. Genel olarak, (9)’daki gibi bir diferansiyel denklem elde edilir,

ama denklem genelde kolay coziilebilir bir denklem degildir. Diferansiyel denklemi bulana



kadar gectigimiz adimlar: iyice anladiginizdan emin olunuz.

2 Cifte Thale

Simdi bir c¢ifte miizayede diistiniiyoruz. Terim miizayedeye atifta bulunsa da, bu aslinda
basit bir pazarlik problemidir. Bir mala sahip bir Saticimiz, bir de Alicimiz var. Malin
aligverigini siradaki mekanizmayla gerceklestiriyorlar. Es zamanl olarak, Satici bir ps fiyat:

anons eder, Alici da bir py fiyat1 anons eder.

o Eger p, < ps ise, aligveris olmaz;
e Eger p, > p, ise, o zaman p = 232 fiyatinda aligveris gerceklesir.

Malin degeri Satici igin vs, Alici iginse vp’dir. Her oyuncu, mala bigtigi degeri 6zel
olarak bilmektedir. vy ile vy’nin [0,1] tzerine tekdiize (uniform) dagilima tabi bagimsiz
ve Ozdes dagilimli oldugunu varsayiyoruz. [Ilk-fiyat miizayedesinden bunun ne anlama

geldigini hatirlayiniz.] O zaman, kazanglar

+ s e
" { vy — PP eger py > ps
b pr—

0 diger durumlarda
. — % — Us eger Db = Ds
° 0 diger durumlarda

seklindedir.

Simdi Bayesyen Nash dengesini hesaplayacagiz. Bir dengede, saticinin her v, tipi icin
bir ps(vs) fiyat: ve alicinin her vy tipi igin bir py(vp) fiyat1 olacaktir. Bir Bayesyen Nash
dengesinde py(vp)

n})%xE vy — W i py > ps(vs)

maksimzaysyon problemini ¢ozer. ps(vs) de

— Vs : pb(”b) > Ps

e E | P + pp(vp)
Ps L 2

maksimizasyon problemini ¢ozer, oyle ki, E'[z : A] 2’in A kiimesi tizeindeki integralidir.
(E[x: Al = E[z|A]Pr(A) idir, 6yle ki, E [z|A], A verili iken, z’in kogullu beklentisidir.
Tim bu terimleri bildiginizden emin olunuz!!!)

Bu oyunda, bircok Bayesyen Nash dengesi vardir. Mesela, bir denge altta verilmistir.



{X if o > X

Py = )
0 otherwise
B X ifoy <X
Ps = 1 otherwise

bir X € [0, 1] sabit sayis1 i¢in. Simdi lineer stratejili Bayesyen Nash dengelerine bakacagiz.

Lineer stratejili dengeler Stratejilerin bicilen degerlerin lineer fonksiyonlar1 oldugu,

ama simetrik olmak zorunda olmadiklar1 bir dengeyi diigiinecegiz.

1. Adim Lineer stratejili bir dengemiz oldugunu varsayalim:

py(ve) = ap+cpve
Ds (Us) = Qg+ CsUs

baz1 ay, ¢y, as ve cs sabitleri i¢in. ¢, > 0 and ¢s > 0 oldugunu da varsayiyoruz. [a ve ¢ alict

ve satici igin farkli olabilir.]

2. Adim Her tip icin en yi tepkiyi hesaplayalim. Bunu yapmak igin, ilk olarak,

Py — as

pbzps(vs):as“‘csvs — vy < g
s

(10)

ve

— Q,
s < pp () = ap + cpvp = vp > Ps ” b (11)

oldugunu gorelim. Simdi, bir v, tipi i¢in en iyi tepkiyi hesaplayacagiz. Saticinin verili

denge stratejisine gore oynadigini kabul edersek, p, oynamaktan edinecegi kazang

Py + ps(v
E [uy (py, pss vp,vs) |vo) = E [Ub — 25(8) L pp > ps(vs)}
pPp—as
= ” [vb LR +ps(Us):| dvs,
0 2



oyle ki, son esitlik (10)’u kullanarak elde edilmigtir. ps (vs) = as + csvs’yi burada yerine

koyarsak,
bp—as
Ces Py + as + csv
B lus e o] = [ [ = BT gy,
0
elde ederiz. Basit cebir islemlerinden sonra, ' bu esitlik
Py —a 3pp +a
E [Ub (pbvp&vba US) |Ub] = 678 <Ub — 48) .
S

seklini alir. En iyi tepkiyi bulmak i¢in, son ifadenin py’ye gore tiirevini aliyoruz ve sifira

esitliyoruz. Bu bize

1 3pp + as 3(pb - as) .
— | Up — — =0
Cs 4 4cg
esitligini verir. p; icin bu esitligi ¢oziince,
2 1
Dy = gvb + §a8 (12)

elde ederiz.
Simdi, bir v, tipi icin en iyi tepkiyi hesapliyoruz. Onceden oldugu gibi, ps oynamaktan

dengede edinecegi beklenen degeri

+ v
E [us 0y, poy iy v5) [0s] = B [ppb(b)

2

/1 [ps + ap + cpup ]
= — 7 — | duy,
P

— Vs © Pb(vb) > ps:|

s —ap 2
<

idir, Oyle ki, son esitlk (11)’den ve py (vp) = ap + cpvp’den gelir. Bir miktar basit cebir

11ntegrali

seklinde yazabiliriz.

10



isleminden sonra,? bu

—a 3ps +a c
Bl gt o] = (1= P02 ) [P s )

Cp 4 Us 4

seklini alir. Tekrardan, en iyi tepkiyi hesaplamak icin, son ifadenin ps’ye gore tiirevini alip

sifira egitliyoruz. Bu bize

1 S 1 s
SR O U I G el Y
cp 4 4

verir, ya da denk olarak

3ps +a c 3

_|:]9S4b_rus ::|+4(Cb_(ps_a’b)>:0
verir. ps icin ¢ozersek,

3 ap Cp 3 ap + ¢y

R B GROEL e o
elde ederiz. Dolayisiyla,

2 ap + Cp
ps = gvs + 3 . (].3)

3. Adim FEn iyi tepki fonksiyonlarinin 1. adimda varsaypldige sekilde olduklaring
gosterelim (12) ve(13)’e bakinca, bunun dogru oldugunu gorebiliriz. Burada 6nemli olan
(12)’deki 2/3 carpanmin ve %a, keseninin sabit olduklar1 ve v,’den bagimsiz olduklarim

kontrol etmektir. Benzer sekilde (13)’teki garpan ve kesenlerini de kontrol etmek gerekir.

4. Adim Sabitleri hesaplayalym Bunu yapmak ic¢in, en iyi tepkilerdeki carpanlar:
ve kesenleri 1. adimdaki sabitlerle belirliyoruz. Ilk olarak, (12) ve (13) sayesinde, alttaki

2Integrali
_ 1
1P [ps-i-ab_ s]-&-ﬁ/ vpdvp
Cp 2 2 bPs—ap
b
2
_ (1 Pz [p5+ab_vs]+@ 1_ (P
Cp 2 4 Cp
Ps —ap \ [Ps +ab Cb | Ps — Qb
= (1= [ et & 7]
( e ) 2 vyt
Ps —ap \ | 3ps + ap Ch
() [P -]

seklinde yazabiliriz.

11



denkligi buluyoruz

1
ap + cpvp = —ag + = vp.

3 3
Yani,
1
ap = gas
ve
2
cp = —.
73

Benzer sekilde, (13) ve ps (vs) = ps’den dolay1 alttaki denkligi buluyoruz

ap+cp 2
ag + CsVg = 3 + §v5'
Yani,
ap + ¢
G = =3
ve
2
CS == g

(14),(15),(16) ve (17)’yi ¢oziince, ap = 1/12 and ay = 1/4 elde ederiz.
Dolayisiyla, lineer Bayesyen Nash dengesi

(vp) 2 n 1
= -V e
Y2 3 b 12
(vs) 2 n 1

= —V —
ps S 3 S 4

seklindedir.

Bu dengede, aligveris olacaktir ancak ve ancak

Py (vp) > ps (vs)

ancak ve ancak

ancak ve ancak
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