2. Dogal Sayilar Yapisi

olim 1Cde 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ve 7 sayilarini tanimladik.
BAma, her sayiy1 teker teker tanimlamaya zamanimiz yok.

Bu yaklagimla sayilarin sonunu getiremeyiz... Demek ki
bagka bir yaklagim gerekiyor...

Biittin sayilar1 bir kalemde tanimlayabiliriz miyiz? Evet. Bu
boliimde dogal sayilari teker teker degil, bir butiin olarak ta-
nimlayacagiz, yani dogal sayilar kiimesi N’yi tek bir hamlede
tanimlayacagiz.

Dikkat edilirse simdilik sonsuz elemani olan bir kiimenin
varhigini bilmiyoruz. Oyle bir kiime olabilir de olmayabilir de,
ama bu agsamada ne boyle bir kiimenin oldugunu ne de olma-
digini kanitlayabiliriz!. Sonsuz kiimelerin varligini kanitlamak
igin bir aksiyoma daha ihtiyacimiz olacak. Once bir tanim:

Tanumlar. 0 = & olsun. Eger bir z kiimesi,
.0ez
n.yez—>S8yez
kosullarini saglryorsa, z kiimesine tiimevarumsal denir.

1 Ote yandan, bu asamada, yani yukardaki aksiyomlarla sonsuz elemani olan bir
kiimenin varligini kanitlayamayacagimizi kanitlayabiliriz. Bunu Bolim 1B’de,
Bilesim Aksiyomu’ndan hemen sonra kanitladik.
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Yani bir kiimenin timevarimsal olmasi i¢in 0 (yani boskii-
me) o kiimenin bir elemani olmali ve, kiimenin her y elemani
icin, Sy de kiimenin bir eleman1 olmali.

Demek ki, eger z tiimevarimsal bir kiimeyse, 0 ve ardillari,
yani

0, S0, $S0, SSSO, ...
elemanlari yani
0,1,2,3, ..

“dogal sayilar1” da z’nin elemanlar1 olmali. Timevarimsal bir
kiimenin sonsuz olmasi gerektigi burdan belli. Yaratacagimiz
dogal sayilar kiimesi N de timevarimsal olmali. Ayrica biraz
dustiniince (6rnegin N’de tiimevarimla kanitin gegerli olmasini
istedigimiz goz ontine alininca) N’nin en kiigik tiimevarimsal
kiime olmasi gerektigi anlasiliyor. Demek ki en kiiciik tiimeva-
rimsal kiimenin varhgmi kanitlayip N’yi bu kiime olarak ta-
nimlamaliyiz. Ancak bu asamaya kadar yazdigimiz aksiyomlar-
dan sonsuz bir kiimenin varligi kanitlanamayacagindan, tiimeva-
rimsal bir kiimenin varligi da kanitlanamaz. Bunun i¢in yepyeni
bir aksiyoma ihtiyacimiz var.

A7. Timevarimsal Kiime Aksiyomu. Tiimevarimsal bir kii-
me vardir.

Onsav 2.1. x # @, elemanlar: tiimevarimsal kiimeler olan ve
bos olmayan bir kiime olsun. O zaman Nx tiimevarumsal bir
kiimedir.

Kanit: x’in her elemani timevarimsal oldugundan, 0, x’in her
elemaninin bir elemanidir. Yani 0 € nx. Demek ki mnx kiimesi
tumevarimsal kiime taniminin (i) kosulunu saghyor.

Simdi Nx kiimesinin ikinci kosulu sagladigini gosterelim.

y € Nx
olsun. Demek ki y, x’in her elemaninin bir elemani. x’in her ele-
mani timevarimsal oldugundan, Sy de x’in her elemaninin bir
elemanidir, yani Sy € nx olur. (]
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Simdi artik dogal sayilar kiimesi N’nin tanimini verebiliriz.
Ama 6nce N’nin ne olmasi gerektigi iizerine biraz daha dusu-
nelim.

Dogal sayilar kiimesi N, her seyden 6nce timevarimsal bir
kiime olmali. Ciinkii O bir dogal say1. Ayrica, eger y bir dogal sa-
yiysa, y + 1 anlamina gelecek olan Sy de bir dogal say1 olmali.

Dahasi, N elbette en kiiciik timevarimsal kiime olmali, ya-
ni N, tiim timevarimsal kiimelerin bir altkiimesi olmali, ¢inki
N, 0’dan ve 0’a S islemini tekrar tekrar (ama sonlu kez, “son-
lu” her ne demekse!) uygulayarak elde ettigimiz elemanlardan
olugmali. Yani

N = {0, S0, S50, $SSO0, ...}
olmali. (Bu yazilim her ne demekse!)

Ne kadar agiklayici oldugunu pek anlayamadigim bu satir-
lardan sonra N’nin tanimina gecelim.

Teorem 2.2. En kiiciik bir tiimevarimsal kiime vardir, yani
tiim tiimevarimsal kiimelerin altkiimesi oldugu tiimevarmmsal
bir kiime vardur.

Kanit: Tiimevarimsal Kiime Aksiyomu’ndan dolay1 en az
bir timevarimsal kiime oldugunu biliyoruz. Adina a diyecegi-
miz tiimevarimsal bir kiime alalim. @’nin timevarimsal tiim alt-
kiimelerini kesistirecegiz ve elde ettigimiz nesne bir kiime ola-
cak ve ustelik en kiigiik tiimevarimsal kiime olacak.

x = (a) olsun. Altkiimeler Kiimesi Aksiyomu’ndan (A6)
x’in bir kiime oldugunu biliyoruz. ¢(z) 6zelligi,

OezAnVumuez—>Suecz)
olsun. Belli ki ¢ 6zelligini saglayan her kiime timevarimsaldir
ve her timevarimsal kiime bu ozelligi saglar. Simdi, Taniml
Altkime Aksiyomu’ndan (A3),
{z € x:0(z)}
toplulugunun bir kiime oldugunu biliyoruz. Bu kiimeye y adini
verelim. Demek ki,
y={z € x:0(z)} ={z < a:ztimevarimsal}.
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a € y oldugundan y # & olur. Ve simdi,
N = Yy
olsun. Onsav 1.1 sayesinde N bir kiimedir. y’nin elemanlari tii-
mevarimsal kiime olduklarindan, Teorem 2.1%e gore N tiimeva-
rimsal bir kiimedir.

Simdi N’nin en kii¢tik timevarimsal kiime oldugunu yani tim
timevarimsal kiimelerin bir altkiimesi oldugunu kanitlayalim. ¢,
herhangi bir timevarimsal kiime olsun. N’nin #'nin bir altkiimesi
oldugunu kanitlayacagiz. Hem ¢ hem de a tiimevarimsal oldukla-
rindan, Onsav 2.1’e gore a N t kiimesi @’nin tiimevarimsal bir alt-
kiimesidir. Demek ki a M #, y’nin bir elemanidir. Dolayisiyla N’yi
elde etmek igin kesisimini aldigimiz kiimelerden biridir. Bundan
daN cantgkar. Oteyandana nt ct. Demek kiN cz. [

Yukarda varhigi kanitlanan kuimeye dogal sayilar kiimesi
adini verecegiz ve bu kiimeyi N simgesiyle gosterecegiz. N’nin
elemanlarina dogal say: denir. Simdi artik “dogal say1”nin ma-
tematiksel anlamini biliyoruz.

Dikkat ederseniz dogal sayilari teker teker degil, hepsini
birden ayni anda tanimladik, yani dogal sayilar kiimesini ta-
nimladik. Daha énceki bolimlerdeki yontemle bu yontem ara-
sinda radikal bir fark var.

N tiimevarimsal bir kiime oldugundan, 0 € N ve her n € N
icin S# € N. §’nin N’den N’ye giden bir fonksiyon oldugunu
kanitlamak istiyoruz. Daha bicimsel sekliyle,

G ={(x, Sx) : x € N}

ise, (N, N, G) uclustiniin Bolium 1.5’te verilen tanimiyla bir
fonksiyon oldugunu gostermek istiyoruz. Bu tigliiniin bir fonk-
siyon oldugunu kanitlamak i¢in, G toplulugunun bir kiime ol-
dugunu ve G’nin N x N kartezyen ¢arpiminin bir grafigi oldu-
gunu kanitlamak yeterli. Birincisi dogruysa ikincisi bariz oldu-
gundan, G’nin bir kiime oldugunu kanitlamak yeterli. Bu top-
luluk aynen su topluluga esittir:
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o e NxN:3x (x e NAa=(x, Sx))}.
Eger “Ix x € N A a = (x, Sx)” dizisinin bir formil olduguna
ikna olmugsaniz (olun ya da Boliim 4A’y1 okuyun!), bu toplu-
lugun N x N’nin bir altkiimesi oldugu A3’ten ¢ikar.

(N, 0, S) uclusiinii tanimladik. 0, N’nin bir elemani ve S,
N’den N’ye giden bir fonksiyon. Simdi bu sistemin (ya da yapi-
nin), Bolim 1B’de soziinii ettigimiz su iki ozelligi sagladigini
kanitlayacagiz:

P1. S, 0 degerini almayan birebir bir fonksiyondur.
P2. Eger A c N,
(1) 0 € A, ve
(i1) Her x e Nicinx € Aise Sx € A
ozelliklerini saglryorsa A = N olur.

P2’nin dogru oldugu ¢ok belli, ¢cinkii N en kii¢iik tiimeva-
rimsal kiime. P1°i kanitlamamiz gerekiyor.

Teorem 2.3. S, 0 degerini almayan birebir bir fonksiyondur.

S’nin neden 0 degerini almadig1 ¢ok belli: x € Sx oldugun-
dan, Sx bogkiime, yani 0 olamaz. Birebirligi kanitlamak i¢in
once bir 6nsava ihtiyacimiz var:

Onsav 2.4. Bir dogal saymn ber elemani o dogal sayinin bir
altkiimesidir. Yani n, m € N olsun; eger n € m ise n < m dir.

Kanit: Kanitimizi 7 Uzerine timevarimla yapacagiz.

Birinci Adim: Once m = 0 = @ olsun. Boskiimenin her elema-
ninin bogkiimenin bir altkiimesi (yani bogkiime) oldugunu kanit-
lamamiz lazim. Buna benzer kanitlari daha 6nce yapmustik. Bos-
kiimenin her elemani istedigimiz her 6zelligi saglar: Boskiimenin
her elemani bogkiimenin bir altkiimesi olmasaydi, o zaman bos-
kiimede boskiimenin bir altkiimesi olmayan bir eleman olurdu,
ki bogkiimede hi¢ eleman olmadigindan bu imkansizdir.
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Tiimevarim Adimi. Onsavi m igin dogru varsayip (tiimeva-
rim varsayimi), Sm, yani m U {m]} i¢in kanitlayalim. Yani
m’nin her elemaninin »2’nin bir altkiimesi oldugunu varsayip
(timevarim varsayimi), S#2’nin her elemaninin S»’nin bir alt-
kiimesi oldugunu kanitlayalim. n € Sm = m U {m} olsun. Ma-
dem ki n € m U {m}, iki sik beliriyor 6nimuzde: Ya n € m ya
da n e {m)}.

Birinci sikta, # € m oldugundan, tiimevarim varsayimina
gore, n < m. Ikinci sikta da # = m . Demek ker her iki sikta da
n < m. Ote yandan »’nin m U {m}’nin, yani S»’nin bir altkii-
mesi oldugu belli. Demek ki # < Sm. O

Teorem 2.3%iin Kaniti. 7 ve m iki dogal say1 olsunlar.
Sn = Sm
esitligini varsayalim. # = m esitligini kanitlayacagiz. Durum si-
metrik oldugundan # < m iligkisini kamitlamak yeterli, m < n
iligkisi de ayni bi¢cimde kanitlanir. Su iligkileri biliyoruz:
ne{nfcnunt=81=8m=mu{m.
Demek ki 7z € m U {m}. Bundan da n € m ya da n e {m} ¢ikar. Bi-
rinci sikta, yukardaki 6nsava gore n < m. Ikinci sikta 72 = m olma-
li. Bu durumda da n < m. L]

Dabha ileri gitmeden alisik oldugumuz timevarimla kanitin
dogal sayilarda neden gecerli oldugunu kanitlayalim.

Teorem 2.5. ¢(n), n dogal sayisiyla ilgili bir formiil olsun.
Eger ¢(0) dogruysa ve her n dogal sayist icin, ¢(n) dogru oldu-
gunda ¢(Sn) de dogruysa, o zaman her n dogal sayist icin ¢(n)
dogrudur. Bir baska deyisle,

(9(0) A V1 (9(n) = o(Sn)) — ¥ o(n)
onermesi N’de dogrudur.
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Okur formiiliin ne demek oldugu konusuna takilmasin gim-
dilik. Ozellikle belirtmiyoruz. Ilerde her sey agikliga kavusacak.

Teorem 2.5’in Kaniti: A = {#n € N : ¢(n) dogru} olsun, yani
A, @’yi saglayan dogal sayilardan olussun. Varsayima gore 0 e
A. Gene varsayima gore, eger n € A ise, Sn € A. Demek ki A
tumevarimsal bir kiime. Ama N tiimevarimsal her kiimenin bir
altkiimesidir, dolayisiyla A’nin da bir altkiimesidir, yani N < A.
Demek ki her dogal say1 A’da, yani ¢ onermesi her dogal say1
icin dogru. U

Teorem 2.5°1 kullanmak igin, 0’nin ¢ 6zelligini sagladigini
gostermeye baslangic adumi adi verilir. Eger x € N dogal sayi-
s1 @’yi sagliyorsa, Sx’in de @’yi sagladigini gostermeye tiimevarim
advm denir. Eger bu iki kanit yapilirsa, o zaman her x € N do-
gal sayisinin @’nin saglandigi gosterilmis olur.

P1 ve P2’den S’nin nerdeyse orten oldugunu da gosterebili-
riz. Bolum 1B’de de gostermistik bunu. Ama bu sefer P2’yi de-
gil, Teorem 2.5’1 kullanacagz.

Onsav 2.6. S fonksiyonu, 0 disinda tiim degerleri alir, yani
S(N) = N\ {0} olur.
Kanit: Teorem 2.5’te ¢(n) formulint
n=0v3Imn=5Sm
olarak alalim. Teorem 2.5’in her iki kosulu da ¢ formulii i¢in ba-
riz bicimde saglandigindan, her 7 dogal sayisi icin (%) saglanir.
P1’de soylenen 0 ¢ S(N) ile birlikte istedigimizi elde ederiz. [

Not 1. Onsav 2.4 dogal sayilarin “6zii”yle ilgili degildir.
Eger dogal sayilar1 bagka tiirli tanimlasaydik bu 6nsav dogru
olmayabilirdi. Ama Teorem 2.3 ya da Teorem 2.5 dogal sayi-
larin 6zuyle ilgilidir. Bu teoremlerin dogru olmadig: bir yapiya
dogal sayilar yapisi adin1 vermek abstird olurdu, gerceklikle il-
gili tiim sezgilerimizle ¢elisirdi.
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Not 2. Boylece P1 ve P2 aksiyom sisteminin de dogru oldu-
gu bir (N, 0, S) yapist bulmus olduk. Boliim 3’te N’de toplama,
¢arpma ve siralamayi tanimlayacagiz ve basat ozelliklerini ka-
nitlayacagiz. Bolim 4’te, adina Peano Aksiyomlari denen, P1
ve P2’den degisik bir aksiyom sistemini tanitacagiz ve kitabin
sonrasinda P1 ve P2’yi (ve kiimeler kuramini) tamamiyla unu-
tup bu yeni aksiyom sisteminde ¢alisacagiz.Ote yandan [AKK]
ders notlarimizda P1’e ve P2’ye ve hatta N, S ve 0’in tanimlari-
n1 amimsamak zorunda kalacagiz.

Not 3. Dogal sayilar1 P1 ve P2 6nermeleriyle (ya da aksi-
yomlariyla) tanimlamak Dedekind’in fikridir ama daha ¢ok Pe-
ano’nun olarak bilinir. Fikri Dedekind’de buldugunu Pe-
ano’nun kendisi ifade etmistir.

Not 4. Teorem 2.5’i kanitlamak icin P2’yi kullandik (ve
baska bir sey de kullanmadik). Bunun diger istikameti de dog-
rudur: Eger Teorem 2.5 dogruysa P2 de dogrudur. Nitekim
P2’nin varsayimini saglayan bir A kiimesi i¢in Teorem 2.5’

neA
formiliine uygularsak, P2 nin sonucunun da dogru oldugunu,
yani A = N esitligini gorirtz. (Arife not: Acikga soylemedik
ama formiillerimizde parametre kullanabilecegimizi varsayi-
yoruz, Teorem 2.5 bu durumda da dogru. Ayrica formiilleri-
miz kiimeler kuraminin formilleri, yani e simgesine izin var.)



2A. Kiimeler Kuraminin
Kullandigimiz Aksiyomlar:

yomunu verdik. O aksiyomlar1 (metinde yer aldig: si-

aha onceki boliimlerde kiimeler kuraminin birkag aksi-
D rayla degil, bir bagka sirayla) yazalim:

A1. Boskiime Aksiyomu. Hi¢ elemani olmayan bir kiime
vardir.

A2. Esitlik Aksiyomu. Ayni elemanlari olan iki kiime birbi-
rine esittir.

A3. Taniml Altkiime Aksiyomu. Eger ¢ bir 6zellikse ve x
bir kiimeyse, x’in sadece ve sadece ¢ Ozelligini saglayan ele-
manlarini eleman olarak iceren ve bunlardan baska bir eleman
icermeyen bir kiime vardir.

A4. Bilesim Aksiyomu. Eger x bir kimeyse, sadece ve sade-
ce xX’in elemanlarinin elemanlarindan olusan bir kiime vardir.

AS5. ki Elemanh Kiime Aksiyomu. Eger x ve y birer kiimey-
se, eleman olarak sadece x ve y’yi igeren bir kime vardir.

AG6. Altkiimeler Kiimesi Aksiyomu. Eger x bir kiimeyse, ele-
man olarak sadece ve sadece x’in altkiimelerini igeren bir kiime
vardir.

A7. Timevarimsal Kiime Aksiyomu. Tiimevarimsal bir kiime
vardir.
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A8. Temellendirme Aksiyomu. Eger x bog olmayan bir kii-
meyse, 0 zaman x’te x Ny = & esitligini saglayan bir y elema-
ni vardir.

A3 bir tek aksiyom degildir. O aksiyom her ¢ 6zelligi i¢in
bize ayr1 bir aksiyom verir. Yani t¢linct aksiyom, aksiyomdan
ziyade bir “aksiyom gemasi”dir. A8’i isterseniz yok sayabilirsi-
niz. Hi¢ kullanmayacagiz. Standart matematikte de pek kulla-
nilmaz. Daha ¢ok kiimeler teorisinde kullanilir.

[k dort aksiyomla @’den baska bir kiime oldugu kanitlana-
maz.

A7 olmadan sonsuz elemanli bir kiimenin oldugu kanitlana-
maz.

Kiimeler kuraminin bagka aksiyomlari da vardir. O aksiyom-
lar1 ve ne ise yaradiklarini [AKK]’da gorecegiz. Bu ders notlarinin
sonuna kadar A1-A7 aksiyomlar: bize yetecek.

A3 ve A7’den A1 cikar.

Bir sonraki kitapta ([AKK]’da) sunacagimiz Yerlestirme
Aksiyomu’ndan yararlanarak A5 kanitlanabilir.



2B. Ernst Zermelo
(1871-1953)

Iman matematikci. Aksiyomatik kiimeler kuraminin en
A onemli kurucularindan biridir. Babasi tiniversitede 6g-

retim Uyesi oldugundan, akademik kariyere yonelmesi
ailesi tarafindan tesvik edilmistir. Universitede matematik, fizik
ve felsefe okumustur.

Akademik yasamina analizle baglamis, uygulamali matema-
tige ve fizige yonelmis, daha sonra o zamanlar matematigin hig
kuskusuz en 6nemli merkezi olan Gottingen’e gecince, Hil-
bert’in etkisiyle kiimeler kuramina ilgi duymus ve 1904’te her
kiimenin iyi siralanacagini kanitlamistir, yani herhangi bir X

(i) X’in herhangi iki x ve y elemani karsilagtirilabilir, yani
yax<yyax=yyaday<x.

(i1) Eger x, y, 2 € Xiseve x <y ve y < zise, 0 zaman x < z.

(iii) X’in bos olmayan herhangi bir altkiimesinin < iligkisi
icin bir en kiiciik elemani vardir.

Zermelo, Skolem ve Fraenkel’in aksiyom sisteminde
(ZFC’de) sonsuz sayida aksiyom vardir. Montague 1961’de bu
sistemin sonlu sayida aksiyoma indirgenemeyecegini kanitla-
mustir. Godel, Bernays ve von Neumann’in buldugu aksiyom
sistemi (GB) sonludur ve her iki sistemde de kiimelerle ilgili ay-
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n1 sonuglarm kanitlanacag biliniyor. Ancak GB siteminde ki-
me olmkayan siniflardan da s6z edildiginden, sonlu olmasina
karsin, bir anlamda GB sistemi ZFC’den daha karmasiktir di-
yebiliriz. Bir baska deyisle, ZFC sisteminin dili V, v, = gibi
standard matematik simgeleri disinda sadece € simgesini kula-
nirken, GB sistemi € simgesi diginda, kiime olmayan topluluk-
lardan s6zedebilmek icin ikinci bir simge daha kullanmaktadir.

Aslinda Hilbert daha ¢ok Cantor’un su sorusuyla ilgileni-
yordu: Ne dogal sayilar kiimesi N’yle ne de gercel sayilar kii-
mesi R’yle arasinda eslesme olan sonsuz bir gergel say1 kiimesi
var mudir? Hilbert bu soruyu o kadar 6nemli buluyordu ki,
1900’de Paris’te yaptigi tinlii konusmada, bu soruyu sorular
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listesinin en bagina almisti. Bu soruya yaklasabilmek icin de,
daha kolay bir soru olarak addettigi, Zermelo’ya yukardaki so-
ruyu sormustu. Hilbert hakliydi, Cantor’un sorusu ¢ok daha
zordur. Kurt Gédel 1940’ta Cantor’un sorusunun olumsuz ya-
nit1 oldugunu varsaymanin (eger matematik celiskisizse) mate-
matigi ayrica celiskiye gotiirmeyecegini kanitladi. 1963’te Paul
Cohen, Cantor’un sorusunun olumlu yaniti oldugunu varsay-
manin da matematigi celiskiye gotiirmeyecegini kanitladi. Do-
layisiyla Cantor’un sorusu ne olumlu ne de olumsuz olarak ka-
nitlanamaz; kiimeler kuraminin kimi evreninde (modelinde)
dogru, kimindeyse yanlistir.

Zermelo’nun kanitinin bugiin Se¢im Aksiyomu [bkz. SKK]
diye adlandirilan bir aksiyoma dayanmasi matematik diinya-
sinda hi¢ hos karsilanmadi. 1908’de yogun elestirilere yanit
olarak ayni teoremin bir bagka kanitini yayimladigi makalesin-
de Zermelo, hem kanitini1 daha kabul edilir bir bicimde sunu-
yor hem de bagkalarinin da farkina varmadan Seg¢im
Aksiyomu’nu kullandigini gosteriyordu.

Zermelo, Russell paradoksuna benzer paradokslar
kesfetmesiyle, kiimeler kuramini aksiyomatik olarak insa etmek
istedi. Uzun ugraslarina karsin buldugu sistemin ¢eliskisiz oldu-
gunu kanitlayamadi (bunu kanitlamanin imkansiz oldugunu bu-
gun Godel sayesinde biliyoruz), gene de bulgularini 1908’de ya-
yimladi. Zermelo’nun aksiyomlari, bugiin kabul edilen kiimeler
kurami aksiyomlarinin ¢ogunlugunu tegkil eder. Skolem ve Fra-
enkel 1922°de bu aksiyomlara ek yaparak bugiin matematikgile-
rin ¢ogunlugu tarafindan kabul edilen kiimeler kuramini kur-
muglardir.

Zermelo 1935’te Hitler rejimine tepki olarak akademik ya-
samdan cekilmistir. Savastan sonra tekrar profesorlige getiril-
mesini istemis ve kendisine 1946°da onursal profesor unvani
verilmistir.



