
3. Do¤al Say›larda 
Toplama, Çarpma ve S›ralama

Geçen bölümde, P1 ve P2 özelliklerini sa¤layan ( , S, 0)

matematiksel yap›s›n›n varl›¤›n› kan›tlam›flt›k. An›msaya-

l›m:

 bir kümedir.

0,  kümesinin bir eleman›d›r, ve 

S :  "  bir fonksiyondur;

ayr›ca ( , 0, S) üçlüsü flu iki özelli¤i sa¤lar: 

P1. S birebir bir fonksiyondur ve 0 de¤erini almaz (ama di-

¤er tüm de¤erleri al›r, bkz. Önsav 2.6).

P2. A,  ’nin,

(i) 0 ! A, ve

(ii) x ! A ise Sx ! A

özelliklerini sa¤layan bir altkümesiyse, o zaman, A =  olur.

“Do¤al say› sistemi” ya da yap›s› yukardaki özellikleri sa¤-

layan matematiksel bir yap›d›r.

Bu bölümde ( , S, 0) yap›s›nda toplamay›, çarpmay› ve s›ra-

lamay› tan›mlay›p, bunlar›n hepimizin bildi¤i eflitlikleri ve iliflkile-

ri sa¤lad›¤›n› gösterece¤iz.



3.1. Toplama
Toplamay› tan›mlamak için, do¤ru olmas›n› istedi¤imiz, 

n + 0 = n 

ve

n + (m + 1) = (n + m) + 1,

yani

n + Sm = S(n + m)

eflitliklerini kullanaca¤›z.

Tan›m Denemesi. n ve p iki do¤al say› olsun. Bu iki say›n›n

toplam›n› tan›mlayaca¤›z. Tan›mlayaca¤›m›z toplam› n + p ola-

rak yazaca¤›z. E¤er p = 0 ise n + p do¤al say›s› n olarak tan›m-

lan›r. E¤er p # 0 ise, P1’den ve Önsav 2.6’dan dolay› bir ve bir

tek m ! için, p = Sm eflitli¤i do¤rudur; bu durumda n + p top-

lam› S(n + m) do¤al say›s› olarak tan›mlan›r. Bir baflka deyiflle

toplaman›n tan›m› flöyledir:

n + 0 = n,

n + Sm = S(n + m).

Bu tan›m iki soruna gebe.

Çözümü Kolay Bir Sorun. Bölüm 1E’de ortaya konan sorun

burada da belirir ama bu sorunu çözmek o kadar zor de¤ildir, so-

runu çözmek için Temellendirme Aksiyomu’na gerek yoktur. Ni-

tekim, P1’den dolay› Sm = Sm1 ise  m = m1 olur ve dolay›s›yla

n + Sm = S(n + m) = S(n + m1) = n + Sm1
olur.

Daha Ciddi Bir Sorun. Tan›mda genellikle gözden kaçan

çok daha ciddi bir sorun vard›r. Anlatal›m: Yukardaki tan›m-

dan, her n ve p say›s› için n + p diye bir say›s›n›n gerçekten ta-

n›mland›¤› ç›kmaz. E¤er p = 0 ise, n + p toplam›n›n n olmas› ge-

rekti¤ini biliyoruz, burada bir sorun yok. Ama e¤er p # 0 ise ön-

ce p’yi bir m do¤al say›s› için Sm olarak yazmak gerekir:
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n + p = n + Sm = S(n + m) 

eflitliklerinden sonra n + m say›s›n› hesaplamak laz›m. E¤er m = 0

ise sorun yok: n + m = n + 0 = n. Ancak m # 0 ise, n + m say›s›-

n› hesaplayabilmek için, m = Sm 0 eflitli¤ini sa¤layan bir m0 bul-

mal›. Öyle bir m0 say›s›n›n oldu¤unu biliyoruz. Bulal›m öyle bir

m0 say›s›. fiimdi,

n + p = n + Sm 0 = S(n + m 0) 

eflitliklerinden n + m0 say›s›n› hesaplamak gerekti¤i anlafl›l›r. E¤er

m0 = 0 ise gene bir sorun yok, ama e¤er m 0 # 0 ise, n + m 0 say›s›-

n› hesaplamak için m 0 = Sm 00 eflitli¤ini sa¤layan bir m 00 say›s› bul-

mal›. fiimdi,

n + m0 = n + Sm 00 = S(n + m 00) 

ç›kar. n + m 00 toplam›n› hesaplamal›y›z. E¤er m00 = 0 ise gene bir

sorun yok, ama e¤er m 00 # 0 ise, n + m 00 say›s›n› hesaplamak için

m 00 = Sm 000 eflitli¤ini sa¤layan bir m 000 say›s› bulmal›... Bu böylece

devam eder. Ta ki 0’a rastlayana dek... E¤er rastlarsak tabii...

Sonlu bir zaman sonra 0’a rastlasak n + m toplam›n› tan›mla-

yaca¤›z ama bundan emin olamay›z. Yukardaki süreç sonsuza

dek de sürebilir... Sürmemesi gerekti¤ini biliyoruz, ama kan›tlan-

mas› gerekir...

Bu ve bu tür nerdeyse ince sorunlar›n fark›nda olmadan da

matematik yap›l›r, yap›lmaz de¤il, yap›l›yor da, ama matema-

ti¤in bu ince noktalar›ndan haberdar olmak insana bir baflka

keyif verir, bir baflka boyut katar.

Bu sorunun alt›ndan flöyle kalk›l›r: Toplamay› yukarda

önerdi¤imiz biçimde de¤il,  *  kümesinden  kümesine gi-

den bir + fonksiyonu olarak tan›mlayaca¤›z. Böylece her n ve m

do¤al say›lar› için n + m do¤al say›s›n› + fonksiyonunun (n, m)

çiftinde ald›¤› de¤er olarak tan›mlanacak. Yani n + m toplam›

+(n, m) olarak tan›mlanacak.

Yukarda önerilen sistem asl›nda do¤al say›lar›n toplamas›n›

teker teker tan›ml›yor: Büyük say›lar› toplamak için küçük say›-

lar›n toplam›n› bilmek gerekiyor ve bafllang›ç noktas›na ulafla-
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ca¤›m›za emin olamad›¤›m›zdan bu tan›m›n gerçekten toplama-

y› tan›mlay›p tan›mlamad›¤›na emin olam›yoruz. Önerdi¤imiz

yeni yöntemle tüm do¤al say›lar› toplamas›n› tek bir hareketle,

 *  kümesinden  kümesine giden bir fonksiyon olarak ta-

n›mlayaca¤›z.

 *  kümesinden  kümesine giden bir fonksiyon, asl›n-

da ( *  ) *  , yani  *  *  kümesinin bir T grafi¤i için

( *  ,  , T) üçlüsüdür. fiimdi bu T grafi¤inin aray›fl›na giri-

flelim.

 *  *  kümesinin afla¤›daki T1 ve T2 özelliklerini sa¤-

layan bir X altkümesine 
���������diyelim.

T1. Her n !  için (n, 0, n) ! X,

T2. E¤er (n, m, p) ! X ise, o zaman (n, Sm, Sp) ! X.

T1, n + 0 = n demek istiyor ama baflka bir m için (n, 0, m)

! X ise bu iste¤i yerine gelemiyor. Ayn› flekilde T2, n + m = p

ise, n + Sm = Sp eflitli¤ini istiyorum diyor, ama Sp’den de¤iflik q

için (n, Sm, q) ! X oluyorsa bu iste¤ini pek gerçeklefltiremiyor.

 *  *  kümesinin kendisi toplamsald›r elbette. Demek

ki en az›ndan bir küme toplamsal. En küçü¤ünü bulaca¤›z.

Al›flt›rmalar
1.  *  *  \ {(2, 0, 1)} kümesinin tümevar›msal oldu¤u-

nu kan›tlay›n.

2.  *  *  \ {(2, 1, 4)} kümesinin tümevar›msal olmad›-

¤›n› kan›tlay›n. 

3.  *  *  \ {(2, 0, 3), (2, 1, 4)} kümesinin tümevar›m-

sal oldu¤unu kan›tlay›n. 

4. (1, 1, 3)’i içermeyen en büyük tümevar›msal küme oldu-

¤unu kan›tlay›n ve bu kümeyi bulun. 

5. Her tümevar›msal kümenin (2, 3, 5)’i içermek zorunda

oldu¤unu kan›tlay›n. 
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E¤er ilkokuldan beri sezgisel olarak bildi¤imiz toplama ifl-

lemini  *  kümesinden  kümesine giden bir fonksiyon ola-

rak tan›mlayabilseydik, o zaman bu fonksiyonun grafi¤i, yani 

{(n, m, n+m) : n, m !  }

kümesi toplamsal bir küme olacakt›; ayr›ca biraz düflününce

anlafl›laca¤› gibi bu grafik en küçük toplamsal küme olmal›

(yani her toplamsal kümenin bir altkümesi olmal›.) 

Toplamsal kümelerin kesiflimi toplamsal oldu¤undan (bu-

nun kan›t› kolay), tüm toplamsal kümelerin kesiflimi de top-

lamsald›r, ve elbette bu kesiflim en küçük toplamsal kümedir.

En küçük toplamsal kümeye T diyelim.

Teorem 3.1. Tüm toplamsal kümelerin kesiflimi gene top-

lamsal bir kümedir. Bu en küçük toplamsal kümeye T diyelim.

T,  *  *  kümesinin bir grafi¤idir, yani her n, m !  için,

(n, m, p) ! T iliflkisini sa¤layan bir ve bir tane p vard›r. Ayr›ca,

e¤er bu biricik p’ye n + m ad›n› verirsek, her n ve m için,

n + 0 = n

n + Sm = S(n + m)

eflitlikleri geçerlidir.

Kan›t: T, tüm toplamsal kümelerin kesiflimi olsun. n !  ol-

sun. 

a) En Küçük Toplamsal Küme. Tan›ma göre, (n, 0, n) tüm

toplamsal kümelerde oldu¤undan kesiflimdedir de, yani T ’dedir.

Dolay›s›yla T, T1’i sa¤l›yor. fiimdi (n, m, p) ! T olsun. Demek

ki (n, m, p) tüm toplamsal kümelerde. Demek ki (n, Sm, Sp) de

tüm toplamsal kümelerde. Dolay›s›yla (n, Sm, Sp) ! T. Dolay›-

s›yla T, T2’yi de sa¤l›yor. 

fiimdi T ’nin bir fonksiyonun grafi¤i oldu¤unu gösterelim.

Yani her n, m !  için, (n, m, p) ! T içindeli¤ini sa¤layan bir ve

bir tane p !  oldu¤unu gösterelim. Önce p’nin varl›¤›n›, sonra

da birincili¤ini gösterelim.
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b) Varl›¤›n Kan›t›: Önce, verilmifl n ve m do¤al say›lari için, 

(n, m, p) ! T

içindeli¤ini sa¤layan bir p do¤al say›s›n›n varl›¤›n› kan›tlaya-

l›m, daha çetrefilli olan p’nin biricikli¤ini daha sonraya b›rak›-

yoruz. Varl›¤› m üzerine tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. Kan›tla-

yaca¤›m›z &(m) önermesi flu:

∀n ,p (n, m, p) ! T.

Bafllang›ç Ad›m›. m = 0 olsun. n herhangi bir do¤al say› ise,

(n, 0, n) ! T içindeli¤ini biliyoruz. Demek ki p = n alabiliriz.

Bundan da &(0)’›n do¤rulu¤u ç›kar.

Tümevar›m Ad›m›. fiimdi m !  olsun ve &(m) önermesini

do¤ru varsay›p &(Sm) önermesini kan›tlayal›m. n !  sabitlen-

sin. &(m) önermesini varsayd›¤›m›zdan, öyle bir p vard›r ki,

(n, m, p) ! T.

olur. T toplamsal oldu¤undan, o zaman

(n, Sm, Sp) ! T

içindeli¤i sa¤lan›r. &(Sm) önermesi kan›tlanm›flt›r.

Demek ki her n ve her m için (n, m, p) ! T içindeli¤ini sa¤-

layan bir p vard›r.

c) Biricikli¤in Kan›t›: fiimdi, verilmifl n ve m do¤al say›lari

için, 

(n, m, p) ! T

içindeli¤ini sa¤layan p do¤al say›s›n›n biricikli¤ini kan›tlaya-

l›m. Biricikli¤i de m üzerine tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. Kan›t-

layaca¤›m›z 1(m) önermesi flu:

∀n ∀p ∀p 0 (((n, m, p) ! T ' (n, m, p 0) ! T ) " p = p 0).

Bafllang›ç Ad›m›. Önce 1(0) önermesini kan›tlayal›m. n0 !  

rastgele bir do¤al say› olsun. T toplamsal oldu¤undan, (n0, 0, n0)

üçlüsünün T ’de oldu¤unu biliyoruz. Bir de ayr›ca, bir çeliflki elde

etmek amac›yla, p # n0 için (n0, 0, p) üçlüsünün de T ’de oldu¤u-

nu varsayal›m.
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T 0 = T \ {(n0, 0, p)}

olsun. T 0 2 T oldu¤undan, T 0 toplamsal bir küme olmamal›;

ama öyle oldu¤unu kan›tlayaca¤›z!

Her n !  için (n, 0, n) ! T. Ama p # n0 oldu¤undan,

(n, 0, n) # (n0, 0, p),

yani

(n, 0, n) ! T \ {(n0, 0, p)} = T 0

olmal›. Demek ki T 0 kümesi T1 özelli¤ini sa¤l›yor.

fiimdi (n, m, p) üçlüsünün T 0 kümesinde oldu¤unu varsaya-

l›m. T 0 2 T oldu¤undan,

(n, m, p) ! T

olur. T toplamsal oldu¤undan,

(n, Sm, Sp) ! T

olur. Ama Sm # 0 oldu¤undan (P1 özelli¤i),

(n, Sm, Sp) # (n0, 0, p).

Demek ki,

(n, Sm, Sp) ! T \ {(n0, 0, p)} = T 0.

T2 özelli¤inin de T 0 için do¤ru oldu¤unu kan›tlad›k. Yani T 0

toplamsal bir küme. Bir çeliflki.

Tümevar›m Ad›m›: m0 !  olsun ve 1(m0) önermesini var-

say›p 1(Sm0) önermesini kan›tlayal›m. n0 rastgele bir do¤al say›

olsun. Kan›t›n birinci k›sm›ndan dolay›, bir p0 do¤al say›s› için

(n0, m0, p0) ! T

içindeli¤i do¤rudur. T toplamsal oldu¤undan,

(n0, Sm0, Sp0) ! T

içindeli¤i de do¤rudur. Bir çeliflki elde etmek amac›yla bir 

p1 # Sp0

için,

(n0, Sm0, p1) ! T

içindeli¤ini varsayal›m.

T 0 = T \ {(n0, Sm0, p1)}

olsun. T 0 2 T oldu¤undan, T 0 toplamsal bir küme olmamal›;

ama öyle oldu¤unu kan›tlayaca¤›z!
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Her n !  için (n, 0, n) ! T. Ama Sm0 # 0 oldu¤undan,

(n, 0, n) # (n0, Sm0, p1),

yani

(n, 0, n) ! T \ {(n0, Sm0, p1)} = T 0

olmal›. Demek ki T 0 kümesi T1 özelli¤ini sa¤l›yor.

fiimdi (n, m, p) üçlüsünün T 0 kümesinde oldu¤unu varsaya-

l›m. T 0 2 T oldu¤undan,

(n, m, p) ! T

olur. T toplamsal oldu¤undan,

(n, Sm, Sp) ! T

olur.

Bir an için (n, Sm, Sp) = (n0, Sm0, p1) eflitli¤ini varsayal›m.

O zaman 

n = n0,

Sm = Sm0,

Sp = p1

olur. ‹kinci eflitlik, P1’den dolay›

m = m0

verir. Demek ki 

(n0, m0, p) = (n, m, p) ! T .

Ama ayn› zamanda,

(n0, m0, p0) ! T .

1(m0) önermesi do¤ru oldu¤undan, bundan,

p = p0

ve

p1 = Sp = Sp0

ç›kar. Çeliflki. Demek ki

(n, Sm, Sp) # (n0, Sm0, p1).

Yani 

(n, Sm, Sp) / T \ {(n0, Sm0, p1)} = T 0

olur. T 0 kümesinin toplamsal oldu¤unu kan›tlad›k. Bu da elde

etmek istedi¤imiz nihai çeliflkidir.
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d) Son olarak, teoremin en sonundaki iki eflitli¤in do¤ru ol-

du¤unu kan›tlayal›m. 

(n, 0, n) ! T oldu¤undan, teoremin önermesindeki tan›ma

göre, n + 0 = n olmal›. 

Gene tan›ma göre, (n, m n + m) ! T içindeli¤ini biliyoruz.

T toplamsal oldu¤undan, bundan,

(n, Sm, n + Sm) ! T

ç›kar. Yani n + Sm = S(n + m). n

Kan›t belki uzun ve meflakkatli ama her fley yerli yerine

oturdu. Bundan böyle do¤al say›lardan ve do¤al say›lar›n top-

lam›ndan matematiksel anlamda sözedebiliriz.

3.2. Toplaman›n Özellikleri
0’›n toplaman›n sa¤dan etkisiz eleman oldu¤unu biliyoruz:

n + 0 = n. fiimdi 0’›n soldan da etkisiz eleman oldu¤unu kan›t-

layal›m.

Önsav 3.2 [Etkisiz Eleman]. Her m !  için, 0 + m = m.

Kan›t: Önsavdaki eflitli¤i m üzerinden tümevar›mla kan›tla-

yaca¤›z.

Birinci Ad›m: Önsav› m = 0 için, yani 0 + 0 = 0 eflitli¤ini ka-

n›tlamal›y›z. Ama bunun do¤ru oldu¤unu tan›mdan biliyoruz.

(Yukardaki teoremdeki birinci eflitlikte n = 0 al›n.)

Tümevar›m Ad›m›: Önsav›n m için do¤ru oldu¤unu varsa-

y›p, yani 0 + m = m eflitli¤ini varsay›p (tümevar›m varsay›m›),

teoremin Sm için do¤ru oldu¤unu, yani 0 + Sm = Sm eflitli¤ini

kan›tlamal›y›z. Tek bir sat›rla kan›tlayabiliriz bunu:

0 + Sm = S(0 + m) = Sm.

Birinci eflitlik toplaman›n tan›m›ndan, ikinci eflitlik tümevar›m

varsay›m›ndan ileri geliyor. n
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Bu sonuç 0 + m = m + 0 eflitli¤ini veriyor. Birazdan

n + m = m + n 

de¤iflme özelli¤ini kan›tlayaca¤›z.

1’in S0 olarak tan›mland›¤›n› an›msat›r›z. Teorem 3.1’deki

eflitliklerden dolay›, her n !  için,

Sn = S(n + 0) = n + S0 = n + 1,

yani Sn, beklendi¤i üzere, n + 1 say›s›na eflit:

Sn = n + 1.

Toplamayla ilgili baflka sonuçlar gündemimizde.

Gereksiz görülebilecek afla¤›daki önsav›n yegâne ifllevi bir

sonraki teoremin kan›t›nda kullan›lmak olacak! Masa bafl›nda

önce Teorem 3.4’ü kan›tlamaya çal›flt›k. T›kand›¤›m›z yerde Ön-

sav 3.3’e ihtiyac›m›z oldu¤unu gördük. Tabii kitab› yazarken,

akademik dürtülerden dolay› düflünme sürecini ters çevirdik.

Önsav 3.3. Her n, m !  için, m + Sn = Sm + n.

Kan›t: n üzerinden tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. E¤er n = 0 ise,

m + Sn = m + S0 = S(m + 0) = Sm = Sm + 0 = Sm + n 

ve bu durumda kan›t tamam.

fiimdi, her m için, m + Sn = Sm + n eflitli¤ini varsay›p (tü-

mevar›m varsay›m›), her m için,

m + SSn = Sm + Sn

eflitli¤ini kan›tlayal›m:

m + SSn = S(m + Sn) = S(Sm + n) = Sm + Sn. 

Kan›t›m›z tamamlanm›flt›r. n

Teorem 3.4 [De¤iflme Özelli¤i]. Her n, m !  için,

n + m = m + n.

Kan›t: m üzerinden tümevar›m yapaca¤›z. 

Birinci Ad›m: E¤er m = 0 ise, toplaman›n tan›m›ndan ve

Önsav 2’den, n + 0 = n = 0 + n ç›kar.

Tümevar›m Ad›m›: Önsav›n m için do¤ru oldu¤unu, yani

her n ! için n + m = m + n eflitli¤ini varsay›p (tümevar›m var-
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say›m›), önsav› Sm için kan›tlayaca¤›z, yani her n !  için

n + Sm = Sm + n 

eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z:

n + Sm = S(n + m) = S(m + n) = m + Sn = Sm + n. 

Burada, s›ras›yla, toplaman›n tan›m›n›, tümevar›m varsay›-

m›n›, tekrar toplaman›n tan›m›n› ve Önsav 3’ü kulland›k. n

Teorem 3.5 [Birleflme Özelli¤i]. Her n, m, p !  için, 

(n + m) + p = n + (m + p).

Kan›t: p üzerinden tümevar›mla kan›tlayaca¤›z.

Birinci Ad›m: E¤er p = 0 ise, 

(n + m) + p = (n + m) + 0 = n + m

= n + (m + 0) = n + (m + p) 

ve bu durumda kan›t tamam.

Tümevar›m Ad›m›: Kan›t› do¤rudan veriyoruz: 

(n + m) + Sp = S((n + m) + p) = S(n + (m + p)) 

= n + S(m + p) = n + (m + Sp). n

Teorem 5’e göre, toplama yaparken parantez koymak gerek-

sizdir. (n + m) + p ve n + (m + p) yerine n + m + p yazabiliriz.

Ayn› fley 4 ya da daha fazla do¤al say› toplarken de geçerlidir.

(Bu son dedi¤imiz tümevar›mla kan›tlan›r ve kan›t san›ld›¤› ka-

dar kolay de¤ildir. Bkz Bourbaki.)

Önsav 3.6 [Sadeleflme, birinci ad›m]. Her n, m !  için,

e¤er n + m = n ise m = 0’d›r.

Kan›t: n üzerine tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. n = 0 ise Ön-

sav 3.2 istedi¤imizi verir. fiimdi n için önermenin (her m için)

do¤ru oldu¤unu varsayal›m. Diyelim Sn + m = Sn. O zaman,

toplaman›n de¤iflme özelli¤ine göre,

Sn = Sn + m = m + Sn = S(m + n) = S(n + m)

olur. P1’den dolay›

n = n + m

olur ve tümevar›mla m = 0 sonucuna var›r›rz. n
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Teorem 3.7 [Sadeleflme]. Her n, m, p !  için, e¤er 

n + m = n + p 

ise m = p olur.

Kan›t: p üzerine tümevar›mla. E¤er p = 0 ise, istedi¤imiz

Önsav 3.6’dan ç›kar. fiimdi teoremin p için do¤ru oldu¤unu

varsayal›m. Diyelim

n + m = n + Sp.

E¤er m = 0 ise, Önsav 3.6’dan dolay› Sp = 0 olur, ki bu mümkün

de¤ildir. Demek ki m # 0. Dolay›s›yla bir m0 !  için Sm0 = m

olur. Bundan,

S(n + m0) = n + Sm0 = n + m = n + Sp = S(n + p)

ç›kar. Bundan ve P1’den

n + m0 = n + p

bulunur. Tümevar›mla,

m0 = p

elde ederiz. Yani

m = Sm0 = Sp.

Teoremimiz kan›tlanm›flt›r. n

Al›flt›rmalar
1. n ve m do¤al say›lar› için n + m = 0 ise n = m = 0 eflitlik-

lerini kan›tlay›n.

2. Her do¤al say›s›n›n bir n do¤al say›s› için ya n + n biçi-

minde ya da n + n + 1 biçiminde yaz›labilece¤ini ama iki biçim-

de birden (de¤iflik n’ler olabilir) yaz›lamayaca¤›n› kan›tlay›n.

3. Her n ve m do¤al say›lar› için n + p = m ya da m + p = n

eflitli¤ini sa¤layan bir p do¤al say›s›n›n varl›¤›n› kan›tlay›n. Her

iki eflitlik birden (belki ayr› p’ler için) ne zaman sa¤lan›r?

3.3. Çarpma
Çarpmay› tan›mlamak için, do¤ru olmas›n› istedi¤imiz, 

n * 0 = 0

n * (m + 1) = (n * m) + n
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eflitliklerini kullanaca¤›z. Yukarda yapt›klar›m›zdan toplamay›

biliyoruz ve çarpman›n tan›m›nda toplamay› kullanabiliriz.

Tan›m Denemesi. n ve m iki do¤al say› olsun. E¤er m = 0

ise n * m do¤al say›s› 0 olarak tan›mlan›r. E¤er m # 0 ise, o za-

man, bir ve bir tek m0 !  için, m = Sm0 eflitli¤i do¤rudur ve bu

durumda n * m say›s› n*m0 + n olarak tan›mlan›r2. Bir baflka

deyiflle çarpman›n tan›m› flöyle olmal›d›r:

n * 0 = 0

n * Sm = n * m + n.

Gene Hile Yapt›k! Toplamada da oldu¤u gibi, çarpman›n

tan›m›n› böyle yaparsak küçük ama matematiksel düflünce aç›-

s›ndan önemli bir noktay› atlam›fl oluruz. Bu tan›mla n * m

çarp›m›n› her zaman var oldu¤unu kan›tlayamay›z.

Bu sorun’un alt›ndan flöyle kalk›l›r:  *  *  kümesinin

afla¤›daki özellikleri sa¤layan bir X altkümesine çarp›msal di-

yelim.

Ç1. Her n !  için (n, 0, 0) ! X,

Ç2. E¤er (n, m, p) ! X ise, o zaman (n, Sm, p + n) ! X.

Örne¤in  *  *  kümesinin kendisi çarp›msald›r. 

E¤er çarpmay›  * kümesinden  kümesine giden bir fonk-

siyon olarak tan›mlayabilseydik, o zaman çarpman›n grafi¤i yani 

{(n, m, n*m) : n, m !  }

kümesi çarp›msal bir küme olacakt›; ayr›ca biraz düflününce an-

lafl›laca¤› gibi çarpman›n grafi¤i en küçük çarp›msal küme ola-

cakt› (yani her çarp›msal kümenin bir altkümesi olacakt›.) Do-

lay›s›yla çarpmay› tan›mlayaca¤›m›za çarpma fonksiyonunun

grafi¤ini (en küçük çarp›msal küme olarak) tan›mlayaca¤›z.

Çarp›msal kümelerin kesiflimi gene çarp›msal oldu¤undan

(bunun kan›t› kolay), tüm çarp›msal kümelerin kesiflimi de top-
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lamsald›r, ve elbette bu kesiflim en küçük çarp›msal kümedir.

En küçük çarp›msal kümeye Ç diyelim.

Teorem 3.8. Her n, m !  için, (n, m, p) ! Ç iliflkisini sa¤-

layan bir ve bir tane p vard›r. Ayr›ca, e¤er bu p’ye n * m ad›n›

verirsek, her n ve m için,

n * 0 = n

n * Sm = n * m + n

olur.

Bu teoremin kan›t›n› okura al›flt›rma olarak b›rak›yoruz.

Aynen Teorem 3.1 gibi kan›tlan›r.

Teorem 3.1 ile Teorem 3.8’in önermelerinin ve kan›tlar›n›n

benzer olmalar› bu sonuçlar›n genellefltirilebilece¤i düflüncesini

getirmeli. Nitekim ilerde bu teoremleri genellefltiren Tümeva-

r›m Teoremi ad› alt›nda (Teorem 3A.1) bir sonuç kan›tlayaca-

¤›z ve yukardaki teorem (önceki de) bu genel teoremin bir so-

nucu olacak.

Bilindi¤i üzere ço¤u zaman n *m yerine n·m, hatta ço¤u za-

man çok daha basit olarak nm yaz›l›r.

3.4. Çarpman›n Özellikleri
fiimdi çarpmayla ilgili savlar›m›z› kan›tlayabiliriz. Bunun

için toplamay› ve toplaman›n özelliklerini kullanaca¤›z elbet.

Toplaman›n özelliklerini Altbölüm 3.2’de kan›tlad›k. Bunlar›

kullan›rken art›k referans vermeyece¤iz.

Önsav 3.9 [Yutan Eleman]. Her m !  için, 0 * m = 0.

Kan›t: m üzerine tümevar›mla. Bafllang›ç ad›m› bariz.

0 * Sm = 0 * m + 0 = 0 + 0 = 0.

‹stedi¤imiz kan›tlanm›flt›r. n
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Önsav 3.10 [Etkisiz Eleman]. Her m !  için, 

1 * m = m = m * 1.

Kan›t: m üzerine tümevar›mla. Bafllang›ç ad›m› kolay. Tü-

mevar›m ad›m›:

1 * Sm = 1*m + 1 = m + 1 = Sm.

‹stedi¤imiz kan›tlanm›flt›r. n

Teorem 3.11 [De¤iflme Özelli¤i]. Her n, m !  için,

n * m = m * n.

Kan›t: m üzerine tümevar›mla kan›tlamaya çal›flal›m. Bafl-

lang›ç ad›m› gene kolay. Tümevar›m ad›m›:

n * Sm = n*m + n = m*n + n = ...

Baflaramad›k. En sa¤dakinin Sm * n’ye eflit oldu¤unu kan›tla-

mak istedik ama sonunu getiremedik. Demek ki

m*n + n = Sm * n

eflitli¤ini kan›tlamam›z gerekiyor. Sonuçlar›n numaralar›na sa-

d›k kalmak için bu sonucu “3.10 buçuk” olarak numaraland›-

r›p kan›tlayal›m. n

Önsav 3.10,5. Her n, m !  için, m*n + n = Sm * n.

Kan›t: n üzerine tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. (Bir defa da-

ha m üzerine tümevar›mla kan›tlama çabas› baflar›s›zl›kla so-

nuçlanmaya mahkûmdur.) n = 0 için bir zorlukla karfl›laflm›yo-

ruz. fiimdi önsav› n için varsay›p Sn için kan›tlayal›m. m her-

hangi bir do¤al say› olsun.

m*Sn + Sn = S(m*Sn + n) = S(m*n + m + n)

= S(m*n + n + m) = S(Sm * n + m)

= Sm * n + Sm = Sm * Sn.

‹stedi¤imiz kan›tlanm›flt›r. n

Teorem 3.12 [Da¤›lma Özelli¤i]. Her n, m, p !  için,

n * (m + p) = n * m + n * p.

Kan›t: E¤er p = 0 ise, her iki tarafta da nm elde ederiz. fiim-

di teoremi p için varsay›p Sp için kan›tlayal›m:
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n(m + Sp) = n·S(m + p) = n(m + p) + n

= nm + np + n = nm + n·Sp.

‹stedi¤imiz kan›tlanm›flt›r. n

Teorem 3.13 [Birleflme Özelli¤i]. Her n, m, p !  için,

(n * m) * p = m * (n * p).

Kan›t: p üzerine tümevar›mla. E¤er p = 0 ise, her iki ifade

de 0’a eflittir. Geri kalan k›s›m da kolay:

(n * m) * Sp = (n * m) * p + (n * m) = m * (n * p).

‹stedi¤imiz kan›tlanm›flt›r. n

Teorem 3.14 [S›f›rçarpans›zl›k]. Her n, m ! için nm = 0 ise

ya n ya da m = 0 olur.

Kan›t: E¤er m # 0 ise, P1’den dolay›, bir p do¤al say›s› için

m = Sp olur. Demek ki,

0 = nm = n·Sp = np + n.

Bir önceki altbölümün Al›flt›rma 1’ine göre n = 0. n

Al›flt›rma.  ’den  ’ye giden ve ƒ(0) = 1, ƒ(Sn) = 2ƒ(n) eflit-

liklerini sa¤layan bir fonksiyonun varl›¤›n› kan›tlay›n.

3.5. S›ralama
Tan›m. n ve m iki do¤al say› olsun. E¤er n + p = m eflitli¤i-

ni sa¤layan bir p do¤al say›s› varsa, o zaman n 3 m yaz›l›r ve

bu durumda n, m’den küçükeflit denir.

0 + n = n oldu¤undan, her n !  için 0 ≤ n olur; yani 0,

 ’nin en küçük eleman›d›r.

E¤er n 3 m ise, ama n # m ise, bu durumda n < m yaz›l›r ve

n, m’den mutlak küçük denir. Elbette 

n < m 4 ,p # 0 (n + p = m)

ve her n do¤al say› için için n < n + 1 = Sn.
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Teorem 3.15 [S›ralama]. 3 iliflkisi bir s›ralamad›r, yani her

n, m, p !  için,

i. n 3 n.

ii. n 3 m ve m 3 n ise n = m.

iii. n 3 m ve m 3 p ise n 3 p.

Kan›t: i belli. ii’yi kan›tlayal›m. Varsay›mlar alt›nda,

n + p = m ve m + q = n

eflitliklerini sa¤layan p ve q say›lar› vard›r. Buradan,

n + (p + q) = (n + p) + q = m + q = n

ç›kar. Önsav 3.6’ya göre p + q = 0. Bölüm 3.1, Al›flt›rma 1’e

göre p = q = 0. iii’ün kan›t› daha da kolay: Varsay›mlara göre

a ve b do¤al say›lar› için, n + a = m ve m + b = p. Demek ki,

n + (a + b) = (n + a) + b = m + b = p,

yani n ≤ p. n

Teorem 3.16 [S›ralama]. Her n, m, p !  için,

i. n  n.

ii. n 5 m ve m 5 p ise n 5 p.

Kan›t: Bir önceki teoremden ve mutlak eflitsizli¤in tan›m›n-

dan ç›kar. n

Teorem 3.17 [Tams›ralama]. 3 iliflkisi bir tams›ralamad›r,

yani her n, m !  için, ya n ≤ m ya da m ≤ n olur.

Kan›t: n üzerine tümevar›mla. E¤er n = 0 ise sorun yok.

fiimdi teoremi n için varsay›p Sn için kan›tlayal›m. m bir do¤al

say› olsun. E¤er m ≤ n ise o zaman m ≤ n < Sn olur ve sorun

kalmaz. E¤er n < m ise, öyle bir p # 0 vard›r ki,

n + p = m

olur. p # 0 oldu¤undan, bir p0 için Sp0 = p olur. Demek ki,

m = n + p = n + Sp0 = n + p0 + 1 = (n + 1) + p0 = Sn + p0.

Demek ki Sn ≤ m. n
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Önsav 3.18 [Ayr›k S›ralama]. Her n, m !  için, 

i. m < Sn 4 m ≤ n.

ii. m < n 4 Sm ≤ n.

iii. m < n < Sm eflitsizliklerini sa¤layan bir n do¤al say›s›

yoktur.

Kan›t: i. (6) m < Sn oldu¤undan, m + p = Sn eflitli¤ini sa¤-

layan bir p # 0 vard›r. p # 0 oldu¤undan bir r !  için,

p = Sr

ve

S(m + r) = m + Sr = m + p = Sn

ve m + r = n. Demek ki m 3 n.

(7) m ≤ n ise n < Sn oldu¤undan, kolayl›kla m < Sn bulu-

ruz.

ii. m < n olsun. Demek ki bir p # 0 do¤al say›s› için m + p =

n. Ama p # 0 oldu¤undan bir r !  için p = Sr olur. Demek ki 

n = m + p = m + Sr = m + (r + 1) = (m + 1) + r = Sm + r.

Böylece Sm ≤ n eflitsizli¤i kan›tlanm›fl olur. Di¤er yön bariz.

iii. m < n < Sm ise, i ve ii’den Sm ≤ n ≤ m ç›kar, çeliflki. n

Son olarak toplama ve çarpman›n s›ralamayla olan iliflkilerini

irdelemek gerekiyor. Bunlar›n kan›tlar›n› al›flt›rma olarak okura

b›rak›yoruz.

Teorem 3.19 [Toplamaya Sayg›]. Her n, m, p ! için, n < m

ancak ve ancak n + p < m + p ise.

Teorem 3.20 [Çarpmaya (bir yere kadar) Sayg›]. Her n, m,

p !  için, e¤er n < m ve 0 < p ise, o zaman n * p < m * p.

Bu altbölümün son teoremi olarak, bu ders notlar›nda hiç-

bir iflimize yaramayacak, ama bir sonraki ders notlar›nda önem-

li olacak bir sonuç kan›tlayaca¤›z. Teoremin kan›t›n›n P1 ve

P2’den daha fazlas›n›, do¤al say›n›n tan›m›n› kulland›¤›na dik-

katinizi çekeriz.
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Teorem 3.21*. Her n, m !  için,

i. n ≤ m ise n ( m olur. 

ii. n < m ancak ve ancak n ! m ise. 

iii. Her n için n / n.

Kan›t: i) m üzerine tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. E¤er n ≤ m

= 0 ise n = m = 0 olmal›. n = 0 =  (  = 0 = m oldu¤undan

bu durumda önerme do¤ru. fiimdi teoremin m için do¤ru oldu-

¤unu varsay›p Sm için kan›tlayal›m. n ≤ Sm olsun. E¤er n = Sm

ise, elbette n ( Sm. Bundan böyle n < Sm olsun. Önsav 3.18’e

göre, n ≤ m olur. Tümevar›m varsay›m›ndan n ( m elde ederiz

Öte yandan m ( m - {m} = Sm. Demek ki n ( Sm.

ii. E¤er n < m ise Önsav 3.18.ii’den Sn ≤ m ç›kar. Bir parag-

raf önce kan›tlanan i’den de,

n ! n - {n} = Sn ( m

bulunur. 

Di¤er yönü m üzerine tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. m = 0 =  

ise sorun yaratacak bir n bulamay›z. fiimdi önermeyi m için

varsay›p Sm için kan›tlayal›m. n ! Sm = m - {m} olsun. E¤er n

= m ise n < Sm olur ve kan›t biter. Aksi halde n ! m olur ve tü-

mevar›mla n < m bulunur; bundan da n < Sm ç›kar.

iii. Bir öncekinden ve Teorem 3.16.i’den ç›kar. n

Do¤al say›larda mutlak eflitsizli¤i

n < m 4 n ! m

olarak da tan›mlayabilirdik (bkz. Teorem 3.21.ii). Ama bunu

özellikle yapmak istemedik çünkü olabildi¤ince kümeler kura-

m›ndan kaç›nmak istiyoruz.

3.6. ‹yis›ralama
Geçen altbölümde do¤al say›lar kümesi  ’yi ≤ iliflkisiyle tam-

s›ralad›k (Teorem 3.15 ve 3.17): Her n, m, p !  için,

i. n 3 n.

ii. n 3 m ve m 3 n ise n = m.
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iii. n 3 m ve m 3 p ise n 3 p.

iv. ya n ≤ m veya m ≤ n olur.

Bu tams›ralaman›n önemli bir özelli¤i daha vard›r: Her do¤al

say› kümesinin bir en küçük eleman› vard›r, yeter ki küme bofl ol-

mas›n. ‹flte o teorem:

Teorem 3.22 [‹yis›ralama Teoremi].  ’nin bofl olmayan her

altkümesinin en küçük eleman› vard›r, yani ≤ iliflkisi  ’yi iyis›-

ralar.

Kan›t:  )# X (  olsun.

M = {m !  : her x ! X için m ≤ x}

olsun. (Yani M, X ’in alts›n›rlar› kümesi olsun.) Elbette 0 ! M.

Ayr›ca x ! X ise, Sx / M çünkü ne de olsa Sx, x’ten küçüke-

flit de¤il. Demek ki M #  . Dolay›s›yla P2’den dolay›, öyle bir

m ! M vard›r ki Sm /M olur. m !M oldu¤undan, m, X ’in her

eleman›ndan küçükeflit. E¤er m, S ’de olmasayd›, m, X ’in her ele-

man›ndan mutlak küçük olurdu. Demek ki Sm, X ’in her elema-

n›ndan küçükeflit olurdu (Önsav 3.18.ii). Demek ki Sm ! M, çe-

liflki. Demek ki m ! S. n

Sonuç 3.23. E¤er bir &(n) önermesi bir do¤al say›s› için yan-

l›flsa, o zaman &’nin yanl›fl oldu¤u en küçük bir do¤al say› vard›r.

Kan›t: Asl›nda bu sonuç bir önceki teoremin do¤rudan bir

sonucu. Bunu görmek için, bir önceki teoremde

X = {n !  : 8&(n)}

almak yeterli. n

3.7. Tümevar›mla Kan›t
Bu altbölümün konusu olan teoremlerimizi yazmadan ve

kan›tlamadan önce Teorem 2.5’i çok daha al›fl›k oldu¤umuz

dilde yazal›m.
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Teorem 3.24. &(n), do¤al say›lar hakk›nda bir önerme ol-

sun. Varsayal›m ki 

a) &(0) do¤ru,

b) Her &(n) do¤ru oldu¤unda &(n+1) de do¤ru.

O zaman her n !  için &(n) do¤rudur.

Kan›t: Sn = n + 1 oldu¤undan bu aynen Teorem 2.5’tir. n

Sonuç 3.23 (ya da isterseniz Teorem 3.22 ama biz Sonuç

3.23’ü tercih ederiz) bize yeni bir kan›t yönteminin kap›s›n›

aç›yor. Diyelim do¤al say›lar hakk›nda bir &(n) önermesini ka-

n›tlamak istiyoruz. &’nin her do¤al say› için do¤ru olmad›¤›n›

varsayal›m. O zaman Sonuç 3.22’ye göre &’nin do¤ru olmad›-

¤› en küçük bir do¤al say› vard›r. Diyelim n, &’nin do¤ru olma-

d›¤› en küçük do¤al say›. O zaman &, n’den küçük say›lar için

do¤rudur ama n için yanl›flt›r. Bundan bir çeliflki elde edilmeye

çal›fl›l›r. Aç›klayal›m.

Kan›tlamak istenen önerme, daha önce oldu¤u gibi sadece

n’den küçük tüm do¤al say›lar için do¤ru oldu¤u varsay›l›p,

önerme n için kan›tlan›r. E¤er bu yap›labilirse, o zaman öner-

me her n do¤al say›s› için do¤rudur.

Bu kan›t yöntemi tümevar›mla kan›t›n bir çeflitlemesidir.

Biçimsel olarak bu çeflitlemeyi flöyle ifade ederiz (parantez enf-

lasyonundan dolay› &(n) yerine &n yazd›k):

[∀n ((∀i (i < n " & i) " &n))] " ∀n &n.

Bu formülün ne dedi¤inin anlafl›lmas› zor oldu¤undan flöy-

le aç›klayal›m: Her n do¤al say›s› için, 

(∀i (i < n " & i) " &n)

önermesi do¤ruysa, o zaman her n do¤al say›s› için

&n

önermesi do¤rudur.

Daha popüler (ama matematiksel olmayan) bir dille bu çe-

flitlemeyi flöyle ifade ederiz: E¤er her n do¤al say›s› için, 

(&(0) ' ... ' &(n 9 1)) " &(n)
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önermesi do¤ruysa, o zaman her n do¤al say›s› için

&(n)

önermesi do¤rudur.

Bu çeflitlemede bafllang›ç ad›m›na ihtiyaç yoktur, çünkü n = 0

ise, 0’den küçük do¤al say› olmad›¤›ndan, & önermesi 0’dan

küçük her do¤al say› için do¤rudur. Dolay›s›yla önerme 0 için

de do¤rudur.

Bu söylediklerimizi not edelim:

Teorem 3.25 [Tümevar›mla Kan›t II]. &(n) do¤al say›lar

hakk›nda bir önerme olsun. E¤er her n do¤al say›s› için,

&(0), ..., &(n91)

önermeleri do¤ru oldu¤unda

&(n) 

önermesi de do¤ruysa, o zaman &(n) her n için do¤rudur. Da-

ha matematiksel bir deyiflle, e¤er her n do¤al say›s› için, n’den

küçük her i do¤al say›s› &’yi do¤rulad›¤›nda n de &’yi do¤rula-

n›yorsa, o zaman herdo¤al say› &’yi do¤rular. Gene bir baflka

deyiflle, e¤er her n için,

(∀i (i < n " &(i))) " &(n) 

önermesi do¤ruysa, o zaman her n için &(n) do¤rudur.

Kan›t: X = {n !  : &(n) yanl›fl} olsun. X ’in boflküme olma-

d›¤›n› varsayal›m. Teorem 3.22’ye, hatta Sonuç 3.23’e göre X’in

en küçük bir eleman› vard›r, diyelim n. O zaman n’den küçük

hiçbir say› X ’te de¤il, demek ki n’den küçük her say› için & do¤-

ru. Ama o zaman da teoremin varsay›m›na göre &(n) do¤rudur.

Çeliflki. Demek ki X boflküme ve her n !  : &(n) do¤ru. n

Tümevar›mla kan›t›n bu versiyonunu kullanarak do¤al sa-

y›larda kalanl› bölme iflleminin (örne¤in 23 = 7*3 + 2) yap›la-

bilece¤ini kan›tlayal›m.
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Teorem 3.26 [Do¤al Say›larda Bölme]. n ve m iki do¤al sa-

y› olsun, ama m # 0 olsun. O zaman öyle bir ve bir tane q ve r

do¤al say› çifti vard›r ki, n = mq + r ve r 5 m olur.

Kan›t: Önce q ve r do¤al say›lar›n›n varl›¤›n› kan›tlayal›m.

Bunu n üzerine tümevar›mla (ama tümevar›mla kan›t yöntemi-

nin ikinci versiyonuyla) kan›tlayaca¤›z. E¤er n < m ise q = 0 ve

r = n alabiliriz. fiimdi n : m olsun ve teoremin n’den küçük sa-

y›lar için do¤ru oldu¤unu varsayal›m. p do¤al say›s› m + p = n

eflitli¤ini sa¤las›n. p < n oldu¤undan, teorem p için do¤ru. De-

mek ki bir q0 ve r0 5 m do¤al say› çifti için p = mq0 + r0 eflitli-

¤i do¤ru. 

n = m + p = m + mq0 + r0 = m(q0 + 1) + r0. 

olur. q = q0 + 1 ve r = r0 olsun.

n = m(q0 + 1) + r0 = mq + r

ve

r = r0 5 m

olur. q ve r’nin varl›¤›n› böylece n için de kan›tlam›fl olduk.

fiimdi q ve r’nin biricikli¤ini kan›tlayal›m. Diyelim

mq + r = mq0 + r0 ve r, r0 5 m.

q = q0 ve r = r0 eflitliklerini kan›tlayaca¤›z. q = q0 eflitli¤ini kan›t-

lamak yeterli (Teorem 3.7). Diyelim q < q0. O zaman bir q1 > 0

için q + q1 = q0 olur. Demek ki,

mq + r = mq0 + r0 = m(q + q1) + r0 = mq + mq1 + r0
ve dolay›s›yla 

r = mq1 + r0.

0 < q1 oldu¤undan, 1 ≤ q1 ve 

m ≤ mq1 ≤ mq1 + r0 = r < m

olur, ki bariz bir çeliflkidir. n


