3. Dogal Sayilarda
Toplama, Carpma ve Siralama

ecen bolumde, P1 ve P2 o6zelliklerini saglayan (N, S, 0)
matematiksel yapisinin varhigini kanitlamigtik. Animsaya-
lim:
N bir kiimedir.
0, N kiimesinin bir elemanidir, ve
S : N = N bir fonksiyondur;
ayrica (N, 0, S) tglist su iki ozelligi saglar:
P1. S birebir bir fonksiyondur ve 0 degerini almaz (ama di-
ger tiim degerleri alir, bkz. Onsav 2.6).
P2. A, N’nin,
(1) 0 € A, ve
(i) x € Aise Sx € A
ozelliklerini saglayan bir altkiimesiyse, o zaman, A = N olur.

“Dogal say1 sistemi” ya da yapisi yukardaki ozellikleri sag-
layan matematiksel bir yapidir.

Bu bolimde (N, S, 0) yapisinda toplamayi, ¢arpmayi ve sira-
lamay1 tanimlayip, bunlarin hepimizin bildigi esitlikleri ve iligkile-
ri sagladigini gosterecegiz.
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3.1. Toplama
Toplamayi tanimlamak i¢gin, dogru olmasini istedigimiz,
n+0=n
ve
n+m+1)=n+m)+1,
yani

n+Sm=S8n+m)
esitliklerini kullanacagiz.

Tanim Denemesi. 7 ve p iki dogal say1 olsun. Bu iki sayinin
toplamini tanimlayacagiz. Tanimlayacagimiz toplami 7 + p ola-
rak yazacagiz. Eger p = 0 ise n + p dogal sayisi # olarak tanim-
lanir. Eger p # 0 ise, P1’den ve Onsav 2.6’dan dolay1 bir ve bir
tek m € N igin, p = Sm esitligi dogrudur; bu durumda 7 + p top-
lami S(n + m) dogal sayisi olarak tanimlanir. Bir bagka deyisle
toplamanin tanimi goyledir:

n+0=mn,
n+ Sm = S(n + m).
Bu tanim iki soruna gebe.

Coziimii Kolay Bir Sorun. Bolim 1E’de ortaya konan sorun
burada da belirir ama bu sorunu ¢6zmek o kadar zor degildir, so-
runu ¢ozmek i¢in Temellendirme Aksiyomu’na gerek yoktur. Ni-
tekim, P1°den dolay1 Sm = Sm ise m = mq olur ve dolayisiyla

n+Sm=58mn+m)=Sn+my) =n+Smy
olur.

Daha Ciddi Bir Sorun. Tanimda genellikle gézden kagan
cok daha ciddi bir sorun vardir. Anlatalim: Yukardaki tanim-
dan, her 7 ve p sayisi igin 7 + p diye bir sayisinin gergekten ta-
nimlandigi ¢itkmaz. Eger p = 0 ise, # + p toplaminin 7 olmasi ge-
rektigini biliyoruz, burada bir sorun yok. Ama eger p # 0 ise 6n-
ce p’yi bir m dogal sayisi i¢in Sm olarak yazmak gerekir:
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n+p=n+Sm=_S8mn+m)
esitliklerinden sonra 7 + m sayisini hesaplamak lazim. Eger m = 0
ise sorun yok: 7 + m = n + 0 = n. Ancak m # 0 ise, n + m sayisi-
ni hesaplayabilmek icin, 72 = Sm' esitligini saglayan bir »' bul-
mali. Oyle bir ' sayisinin oldugunu biliyoruz. Bulalm 6yle bir
m' sayisi. Simdi,

n+p=n+Sm'=Sn+m')
esitliklerinden 7 + m’ sayisin1 hesaplamak gerektigi anlasilir. Eger
m' = 0 ise gene bir sorun yok, ama eger m' # 0 ise, n + m' sayisi-
nt hesaplamak i¢in 7' = Sm" esitligini saglayan bir 7" sayisi bul-
mali. Simdi,

n+m =n+Sm" =8n+m")

cikar. 7 + m'" toplamini hesaplamaliyiz. Eger m" = 0 ise gene bir
sorun yok, ama eger m" # 0 ise, n + m'’ sayisini hesaplamak icin

"

m'" =Sm'" esitligini saglayan bir 72"’ sayist bulmali... Bu boylece
devam eder. Ta ki 0’a rastlayana dek... Eger rastlarsak tabii...

Sonlu bir zaman sonra 0’a rastlasak 7 + 7 toplamini tanimla-
yacagiz ama bundan emin olamayiz. Yukardaki siire¢ sonsuza
dek de sturebilir... Sirmemesi gerektigini biliyoruz, ama kanitlan-
mast gerekir...

Bu ve bu tiir nerdeyse ince sorunlarin farkinda olmadan da
matematik yapilir, yapilmaz degil, yapiliyor da, ama matema-
tigin bu ince noktalarindan haberdar olmak insana bir bagka
keyif verir, bir bagka boyut katar.

Bu sorunun altindan soyle kalkilir: Toplamay1 yukarda
onerdigimiz bi¢cimde degil, N x N kiimesinden N kiimesine gi-
den bir + fonksiyonu olarak tanimlayacagiz. Boylece her 7 ve m
dogal sayilar1 igin 7 + m dogal sayisini + fonksiyonunun (7, 1)
ciftinde aldig1 deger olarak tanimlanacak. Yani # + m toplanu
+(n, m) olarak tanimlanacak.

Yukarda onerilen sistem aslinda dogal sayilarin toplamasini
teker teker tanimliyor: Biiytik sayilari toplamak i¢in kugiik sayi-
larin toplamini bilmek gerekiyor ve baslangic noktasina ulasa-
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cagimiza emin olamadigimizdan bu tanimin gercekten toplama-
y1 tanimlayip tanimlamadigina emin olamiyoruz. Onerdigimiz
yeni yontemle tiim dogal sayilari toplamasini tek bir hareketle,
N x N kiimesinden N kiimesine giden bir fonksiyon olarak ta-
nimlayacagiz.

N x N kiimesinden N kiimesine giden bir fonksiyon, aslin-
da (N x N) x N, yani N x N x N kiimesinin bir T grafigi i¢in
(N x N, N, T) uglistdiir. Simdi bu T grafiginin arayigina giri-
selim.

N x N x N kiimesinin asagidaki T1 ve T2 o6zelliklerini sag-
layan bir X altkiimesine toplamsal diyelim.

T1. Her n € N icin (n, 0, ) € X,

T2. Eger (n, m, p) € X ise, o zaman (n, Sm, Sp) € X.

T1, n + 0 = n demek istiyor ama baska bir 2 i¢in (n, 0, m)
e X ise bu istegi yerine gelemiyor. Ayni sekilde T2, n + m = p
ise, 7 + Sm = Sp esitligini istiyorum diyor, ama Sp’den degisik g
icin (1, Sm, q) € X oluyorsa bu istegini pek gergeklestiremiyor.

N x N x N kiimesinin kendisi toplamsaldir elbette. Demek
ki en azindan bir kiime toplamsal. En kiictigiinti bulacagiz.

Alistirmalar

1. N x N x N\ {(2, 0, 1)} kiimesinin tiimevarimsal oldugu-
nu kanitlayin.

2. N x N x N\{(2, 1, 4)} kimesinin timevarimsal olmadi-
gini kanitlayin.

3. N x N x N\{(2,0, 3), (2, 1, 4)} kiimesinin tiimevarim-
sal oldugunu kanitlayin.

4. (1, 1, 3)’i icermeyen en buylk tiimevarimsal kiime oldu-
gunu kanitlaymn ve bu kiimeyi bulun.

5. Her tiimevarimsal kiimenin (2, 3, 5)’i icermek zorunda
oldugunu kanitlaym.
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Eger ilkokuldan beri sezgisel olarak bildigimiz toplama is-
lemini N x N kiimesinden N kiimesine giden bir fonksiyon ola-
rak tanimlayabilseydik, o zaman bu fonksiyonun grafigi, yani

{(n, m, n+m) : n, m € N}
kiimesi toplamsal bir kiime olacakti; ayrica biraz dustiniince
anlagilacagr gibi bu grafik en kiigiik toplamsal kiime olmali
(yani her toplamsal kiimenin bir altkiimesi olmali.)

Toplamsal kiimelerin kesisimi toplamsal oldugundan (bu-
nun kaniti kolay), tim toplamsal kiimelerin kesisimi de top-
lamsaldir, ve elbette bu kesisim en kii¢iik toplamsal kiimedir.
En kiiciik toplamsal kiimeye T diyelim.

Teorem 3.1. Tiim toplamsal kiimelerin kesisimi gene top-
lamsal bir kiimedir. Bu en kiiciik toplamsal kiimeye T diyelim.
T, N x N x N kiimesinin bir grafigidir, yani her n, m € N icin,
(n, m, p) € T iliskisini saglayan bir ve bir tane p vardir. Ayrica,
eger bu biricik p’ye n + m adini verirsek, ber n ve m igin,

n+0=n
n+Sm=_S8n+m)
esitlikleri gecerlidir.

Kanit: T, tim toplamsal kiimelerin kesisimi olsun. #» € N ol-
sun.

a) En Kiiciik Toplamsal Kiime. Tanima gore, (7, 0, ) tim
toplamsal kiimelerde oldugundan kesisimdedir de, yani T dedir.
Dolayisiyla T, T1’i saghyor. Simdi (2, m, p) € T olsun. Demek
ki (n, m, p) tim toplamsal kiimelerde. Demek ki (12, Sm, Sp) de
tim toplamsal kiimelerde. Dolayisiyla (7, Sm, Sp) € T. Dolayi-
siyla T, T2’yi de saghyor.

Simdi T’nin bir fonksiyonun grafigi oldugunu gosterelim.
Yani her n, m € N i¢in, (n, m, p) € T icindeligini saglayan bir ve
bir tane p € N oldugunu gosterelim. Once p’nin varligini, sonra
da birinciligini gosterelim.
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b) Varligin Kanit1: Once, verilmis # ve m dogal sayilari icin,
(mym,p) eT
icindeligini saglayan bir p dogal sayisinin varhgim kanitlaya-
lim, daha ¢etrefilli olan p’nin biricikligini daha sonraya biraki-
yoruz. Varligi m tizerine timevarimla kanitlayacagiz. Kanitla-
yacagimiz @(m) Onermesi su:
Vn3p (n,m,p) eT.

Baslangi¢c Adimi. 72 = 0 olsun. # herhangi bir dogal say1 ise,
(n, 0, n) e T igindeligini biliyoruz. Demek ki p = » alabiliriz.
Bundan da ¢(0)’in dogrulugu ¢ikar.

Tiimevarim Adimi. Simdi 72 € N olsun ve ¢(72) 6nermesini
dogru varsayip ¢(Sm) 6nermesini kanitlayalim. #» € N sabitlen-
sin. @(m) onermesini varsaydigimizdan, oyle bir p vardir ki,

(ny,m, p) e T.
olur. T toplamsal oldugundan, o zaman
(n, Sm, Sp) € T
icindeligi saglanir. @(Sm) 6nermesi kanitlanmistir.

Demek ki her 7 ve her m icin (n, m, p) e T igindeligini sag-

layan bir p vardir.

¢) Biricikligin Kaniti: Simdi, verilmis 7 ve m dogal sayilari

icin,
(mym,p) eT

icindeligini saglayan p dogal sayisinin biricikligini kanitlaya-
lim. Biricikligi de 2 tizerine timevarimla kanitlayacagiz. Kanit-
layacagimiz y(m) onermesi su:

VuNp Np' (n,m,p) e TA(n,m,p')eT)—>p=p').

Baslangi¢ Adimi. Once y(0) 6nermesini kamitlayalim. 7, € N
rastgele bir dogal say1 olsun. T toplamsal oldugundan, (7, 0, 7)
Uglistiniin T°de oldugunu biliyoruz. Bir de ayrica, bir ¢eliski elde
etmek amaciyla, p # 7 icin (n, 0, p) tglusiiniin de T’de oldugu-
nu varsayalim.
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T' =T\ {(ng, 0, p)}
olsun. T « T oldugundan, T’ toplamsal bir kiime olmamali;
ama Oyle oldugunu kanitlayacagiz!

Her n € N i¢in (n, 0, n) € T. Ama p # n, oldugundan,

(1, 0, n) # (ng, 0, p),
yani
(n,0,n) € T\ {(ng, 0, p)} = T"
olmali. Demek ki T’ kiimesi T1 6zelligini sagliyor.

Simdi (2, m, p) tglistuniin T’ kimesinde oldugunu varsaya-

Iim. T' < T oldugundan,
(nym,p) e T
olur. T toplamsal oldugundan,
(n, Sm, Sp) € T

olur. Ama Sm # 0 oldugundan (P1 6zelligi),

(n, Sm, Sp) # (ngy, 0, p).
Demek ki,

(n, Sm, Sp) € T\ {(ng, 0, p)} = T".

T2 6zelliginin de T’ i¢in dogru oldugunu kanitladik. Yani T’
toplamsal bir kiime. Bir celigki.

Timevarim Adimz:: 72, € N olsun ve () 6nermesini var-
sayip y(Sm) onermesini kanitlayalim. 7, rastgele bir dogal say1
olsun. Kanitin birinci kismindan dolayi, bir p, dogal sayisi igin

(ng, mg, po) € T
icindeligi dogrudur. T toplamsal oldugundan,

(g, Sy, Spg) € T
icindeligi de dogrudur. Bir ¢eligki elde etmek amaciyla bir

p1# Spo

icin,

(19, S, p1) € T
icindeligini varsayalim.

T" = T\ {(ng, Smo, p1)}

olsun. T" < T oldugundan, T’ toplamsal bir kime olmamali;
ama 0Oyle oldugunu kanitlayacagiz!
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Her n € N i¢in (n, 0, n) € T. Ama Sm # 0 oldugundan,
(1, 0, n) # (ng, Smo, p1),
yani
(n, 0, n) € T\ {(ny, Smy, p1)} =T’

olmali. Demek ki T’ kiimesi T1 6zelligini sagliyor.

Simdi (n, m, p) tigliisiintiin T” kiimesinde oldugunu varsaya-
lim. T’ < T oldugundan,

(nymy,p) eT
olur. T toplamsal oldugundan,
(n, Sm, Sp) € T

olur.

Bir an igin (n, Sm, Sp) = (ng, Smy, p;) esitligini varsayalim.
O zaman

n = no,
Sm = Sm,
Sp = D4

olur. Ikinci esitlik, P1°den dolay1
m = 1m
verir. Demek ki
(7’20, my, p) = (7/1, m, P) eT.
Ama ayni zamanda,
(g, mo, po) € T.
w(m) onermesi dogru oldugundan, bundan,
b =D
ve
p1=5p = Spo
cikar. Celigski. Demek ki
(7’2, Sﬂ’l, Sp) 7 (7’10, Sﬂ’lo, pl)
Yani
(n, Sm, Sp) & T \ {(ng, Smg, p1)} = T
olur. T" kiimesinin toplamsal oldugunu kanitladik. Bu da elde
etmek istedigimiz nihai celigkidir.
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d) Son olarak, teoremin en sonundaki iki esitligin dogru ol-
dugunu kanitlayalim.

(n, 0, n) € T oldugundan, teoremin 6énermesindeki tanima
gore, n + 0 = n olmali.

Gene tanima gore, (1, m n + m) € T igindeligini biliyoruz.
T toplamsal oldugundan, bundan,

(n, Sm,n + Sm) e T

cikar. Yani n + Sm = S(n + m). [

Kanit belki uzun ve mesakkatli ama her sey yerli yerine
oturdu. Bundan boyle dogal sayilardan ve dogal sayilarin top-
lamindan matematiksel anlamda s6zedebiliriz.

3.2. Toplamanin Ozellikleri
0’in toplamanin sagdan etkisiz eleman oldugunu biliyoruz:
n + 0 = n. Simdi 0’1n soldan da etkisiz eleman oldugunu kanit-
layalim.

Onsav 3.2 [Etkisiz Eleman]. Her m € N icin, 0 + m = m.

Kanit: Onsavdaki esitligi 7 tizerinden tiimevarimla kanitla-
yacagiz.

Birinci Adim: Onsavi 72 = 0 igin, yani 0 + 0 = 0 esitligini ka-
nitlamaliyiz. Ama bunun dogru oldugunu tanimdan biliyoruz.
(Yukardaki teoremdeki birinci esitlikte 7z = 0 alin.)

Tiimevarim Adimi: Onsavin 7 igin dogru oldugunu varsa-
yip, yani 0 + m = m esitligini varsayip (timevarim varsayimi),
teoremin Sm icin dogru oldugunu, yani 0 + Sm = Sm esitligini
kanitlamaliyiz. Tek bir satirla kanitlayabiliriz bunu:

0+ Sm =S80 +m)=Sm.
Birinci esitlik toplamanin tanimindan, ikinci esitlik tiimevarim
varsayimindan ileri geliyor. (]
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Bu sonug 0 + m = m + 0 esitligini veriyor. Birazdan
n+m=m+n
degisme ozelligini kanitlayacagiz.

1’in SO olarak tanimlandigini amimsatiriz. Teorem 3.1’deki
esitliklerden dolay1, her » € N icin,

Sn=8Sn+0)=n+S0=n+1,
yani Sn, beklendigi tizere, 7 + 1 sayisina esit:
Sn=n+1.

Toplamayla ilgili bagka sonuglar giindemimizde.

Gereksiz gorulebilecek asagidaki onsavin yegane islevi bir
sonraki teoremin kanitinda kullanilmak olacak! Masa basinda
once Teorem 3.4’ii kanitlamaya calistik. Tikandigimiz yerde On-
sav 3.3’ ihtiyacimiz oldugunu gordiik. Tabii kitabi yazarken,
akademik dirtiilerden dolayr disiinme stirecini ters ¢evirdik.

Onsav 3.3. Her n, m € N icin, m + Sn = Sm + n.
Kanut: 7 tizerinden timevarimla kanitlayacagiz. Eger n = 0 ise,
m+Sn=m+S8S0=8Sm+0)=Sm=Sm+0=8Sm+n

ve bu durumda kanit tamam.

Simdi, her m icin, m + Sn = Sm + n esitligini varsayip (tu-
mevarim varsayimi), her » icin,

m+ SSn=8m + Sn
esitligini kanitlayalim:
m + S8Sn = S(m + Sn) = S(Sm + n) = Sm + Sn.

Kanitimiz tamamlanmustir. ]

Teorem 3.4 [Degisme Ozelligi]. Her 1, m N icin,
n+m=m+n.
Kanit: 7 Uzerinden tiimevarim yapacagiz.
Birinci Adim: Eger m = 0 ise, toplamanin tanimindan ve
Onsav 2’den, 7 + 0 = n = 0 + n ¢ikar.
Tiimevarim Adimi: Onsavin 7 igin dogru oldugunu, yani
her n € N i¢in 7 + m = m + n esitligini varsayip (tiimevarim var-
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sayimi), Oonsavi Sm icin kanitlayacagiz, yani her n € N igin
n+Sm=8m+n
esitligini kanitlayacagiz:
n+Sm=S8n+m)=Sm+n)=m+Sn=58m+n.
Burada, sirasiyla, toplamanin tanimini, timevarim varsayi-
mini, tekrar toplamanin tanimini ve Onsav 3’ii kullandik. [}

Teorem 3.5 [Birlesme Ozelligi]. Her n, m, p € N icin,
(m+m)+p=n+(m+p).
Kanit: p tizerinden tiimevarimla kanitlayacagiz.
Birinci Adim: Eger p = 0 ise,
m+m)+p=m+m)+0=n+m

n+(m+0)=n+(m+p)
ve bu durumda kanit tamam.
Tiimevarim Adimi: Kaniti dogrudan veriyoruz:
(m+m)+Sp =S((n+m)+p)=Sn+(m+p))
=n+S(m+p)=n+(m+Sp). L]

Teorem 5’e gore, toplama yaparken parantez koymak gerek-
sizdir. (n + m) + p ve n + (m + p) yerine n + m + p yazabiliriz.
Ayni sey 4 ya da daha fazla dogal say1 toplarken de gegerlidir.
(Bu son dedigimiz tiimevarimla kanitlanir ve kanit sanildig1 ka-
dar kolay degildir. Bkz Bourbaki.)

Onsav 3.6 [Sadelesme, birinci adim]. Her n, m € N icin,
eger n + m = n ise m = 0’dir.

Kanit: 7 {izerine tiimevarimla kanitlayacagiz. n = 0 ise On-
sav 3.2 istedigimizi verir. Simdi 7 i¢in 6nermenin (her m igin)
dogru oldugunu varsayalim. Diyelim Sn + m = Sn. O zaman,
toplamanin degisme 6zelligine gore,

Sn=Sn+m=m+Sn=8m+n)=S8n+m)
olur. P1’den dolay1
n=n+m

olur ve timevarimla 7 = 0 sonucuna varirirz. []
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Teorem 3.7 [Sadelesme]. Her n, m, p € N icin, eger
n+m=n+p
ise m = p olur.

Kanit: p tizerine tuimevarimla. Eger p = 0 ise, istedigimiz
Onsav 3.6’dan ¢ikar. Simdi teoremin p igin dogru oldugunu
varsayalim. Diyelim

n+m=mn+Sp.
Eger m = 0 ise, Onsav 3.6’dan dolay1 Sp = 0 olur, ki bu miimkiin
degildir. Demek ki 72 # 0. Dolayisiyla bir 7' € N icin Sm' = m
olur. Bundan,
Sm+m)=n+Sm' =n+m=n+Sp=_5@n+p)
cikar. Bundan ve P1’den
n+m =n+p
bulunur. Timevarimla,

m' =p
elde ederiz. Yani
m = Sm' = Sp.
Teoremimiz kanitlanmistir. (]
Alistirmalar

1. n ve m dogal sayilari igin 7 + m = 0 ise n = m = 0 esitlik-
lerini kanitlayin.

2. Her dogal sayisinin bir 7 dogal sayisi icin ya #n + 7 bigi-
minde ya da 7 + # + 1 bigiminde yazilabilecegini ama iki bi¢im-
de birden (degisik 7’ler olabilir) yazilamayacagini kanitlaymn.

3. Her n ve m dogal sayllariiginn+ p=myadam+p=mn
esitligini saglayan bir p dogal sayisinin varhigini kanitlayin. Her
iki esitlik birden (belki ayr1 p’ler i¢in) ne zaman saglanir?

3.3. Carpma
Carpmayi tanimlamak icin, dogru olmasini istedigimiz,
nx0=0
nx(m+1)=(nxm)+n
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esitliklerini kullanacagiz. Yukarda yaptiklarimizdan toplamayi
biliyoruz ve ¢arpmanin taniminda toplamay: kullanabiliriz.

Tanim Denemesi. # ve m iki dogal say1 olsun. Eger m = 0
ise n x m dogal sayis1 0 olarak tanimlanir. Eger m # 0 ise, o za-
man, bir ve bir tek 7' € N i¢in, m = Sm’ esitligi dogrudur ve bu
durumda # x m sayis1 nxm’' + n olarak tanmimlanir2. Bir baska
deyisle carpmanin tanimi soyle olmalidir:

nx0=0

nxSm=nxm+ n.

Gene Hile Yaptik! Toplamada da oldugu gibi, ¢carpmanin
tanimini boyle yaparsak kiigiik ama matematiksel diisiince aci-
sindan 6nemli bir noktay: atlamis oluruz. Bu tanimla 7 x m
carpimini her zaman var oldugunu kanitlayamayiz.

Bu sorun’un altindan soyle kalkilir: N x N x N kiimesinin
asagidaki ozellikleri saglayan bir X altkiimesine ¢arpimsal di-
yelim.

C1. Her n € N i¢in (1, 0, 0) € X,

C2. Eger (n, m, p) € X ise, o zaman (n, Sm, p + n) € X.

Ornegin N x N x N kiimesinin kendisi carpimsaldir.

Eger carpmay1 N x N kiimesinden N kiimesine giden bir fonk-
siyon olarak tanimlayabilseydik, o zaman ¢arpmanin grafigi yani
{(n, m, nxm) : n, m € N}
ktimesi ¢arpimsal bir kiime olacakti; ayrica biraz dustintince an-
lagilacag: gibi carpmanin grafigi en kiigiik ¢arpimsal kiime ola-
cakti (yani her carpimsal kiimenin bir altktimesi olacakti.) Do-
layisiyla ¢arpmayr tamimlayacagimiza ¢arpma fonksiyonunun

grafigini (en kiiciik ¢carpimsal kiime olarak) tanimlayacagiz.

Carpimsal kiimelerin kesisimi gene ¢arpimsal oldugundan
(bunun kaniti kolay), tiim ¢carpimsal kiimelerin kesisimi de top-

2 nxm' + n, alisageldigi tizere (nxm') + n anlamina gelmektedir.
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lamsaldir, ve elbette bu kesisim en kii¢iik ¢arpimsal kiimedir.
En kiigiik ¢arpimsal kiimeye C diyelim.

Teorem 3.8. Her n, m € N icin, (n, m, p) € C iliskisini sag-
layan bir ve bir tane p vardir. Ayrica, eger bu p’ye n x m adin
verirsek, her n ve m icin,

nx0=mn
nxSm=nxm+n

olur.

Bu teoremin kanitini okura alistirma olarak birakiyoruz.
Aynen Teorem 3.1 gibi kanitlanir.

Teorem 3.1 ile Teorem 3.8’in 6nermelerinin ve kanitlarinin
benzer olmalari bu sonuglarin genellestirilebilecegi dustincesini
getirmeli. Nitekim ilerde bu teoremleri genellestiren Tiimeva-
rim Teoremi adi altinda (Teorem 3A.1) bir sonug kanitlayaca-
g1z ve yukardaki teorem (6nceki de) bu genel teoremin bir so-
nucu olacak.

Bilindigi Gizere ¢cogu zaman 7 x m yerine n-m, hatta ¢ogu za-
man ¢ok daha basit olarak nm yazilir.

3.4. Carpmanin Ozellikleri
Simdi ¢arpmayla ilgili savlarimizi kanitlayabiliriz. Bunun
icin toplamay1 ve toplamanin o6zelliklerini kullanacagiz elbet.
Toplamanin o6zelliklerini Altbolim 3.2°de kanitladik. Bunlari
kullanirken artik referans vermeyecegiz.

Onsav 3.9 [Yutan Eleman]. Her m < N icin, 0 x m = 0.
Kanit: 7 Uzerine timevarimla. Baslangi¢c adimi bariz.
O0xSm=0xm+0=0+0=0.
Istedigimiz kanitlanmustir. ]
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Onsav 3.10 [Etkisiz Eleman]. Her m € N icin,
Ixm=m=mx1.
Kanit: 7 tizerine timevarimla. Baslangic adimi kolay. Tii-
mevarim adimi:
IxSm=1xm+1=m+1=S8m.
Istedigimiz kanitlanmgtir. ]
Teorem 3.11 [Degisme Ozelligi]. Her n, m € N icin,
nxm=mxn.
Kanit: 7 tizerine timevarimla kanitlamaya calisalim. Bas-
langi¢c adimi gene kolay. Timevarim adimi:
nxXSm=nxm+n=mxn+n=..
Basaramadik. En sagdakinin Sm x n’ye esit oldugunu kanitla-
mak istedik ama sonunu getiremedik. Demek ki
mxn +n=8mxn
esitligini kanitlamamiz gerekiyor. Sonuglarin numaralarina sa-
dik kalmak icin bu sonucu “3.10 buguk” olarak numaralandi-
rip kanitlayalim. [l

Onsav 3.10,5. Her n, m € N icin, mxn + n = Sm x n.
Kanit: # Uzerine timevarimla kanitlayacagiz. (Bir defa da-
ha m tizerine timevarimla kanitlama ¢abasi basarisizlikla so-
nu¢lanmaya mahkamdur.) 7 = 0 i¢in bir zorlukla kargilasmiyo-
ruz. Simdi Onsavi 7 i¢in varsayip Sz icin kanitlayalim. 2 her-
hangi bir dogal say1 olsun.
mxSn + Sn = S(mxSn + n) = S(mxn + m + n)
=S(mxn +n+m)=SSmxn+m)
=Sm xn+ Sm=8Sm x Sn.
[stedigimiz kanitlanmistir. [l

Teorem 3.12 [Dagilma Ozelligi]. Her n, m, p € N icin,
nx(m+p)=nxm+mnxp.
Kanit: Eger p = 0 ise, her iki tarafta da nm elde ederiz. Sim-
di teoremi p igin varsayip Sp icin kanitlayalim:
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nm+ Sp)=nSm+p)=n(m+p)+n
=nm + np + n = nm + n-Sp.
Istedigimiz kanmitlanmustir. O

Teorem 3.13 [Birlesme Ozelligi]. Her n, m, p € N icin,
(mxm)xp=mx(nxp).
Kanit: p tzerine timevarimla. Eger p = 0 ise, her iki ifade
de 0’a esittir. Geri kalan kisim da kolay:
(mxm)xSp=(mxm)xp+(nxm)=mx(nxp).
Istedigimiz kanitlanmugtir. ]

Teorem 3.14 [Sifircarpansizhik]. Her n, m € N icin nm = 0 ise
ya n ya da m = 0 olur.
Kanit: Eger m # 0 ise, P1’den dolayi, bir p dogal sayisi icin
m = Sp olur. Demek ki,
0=nm=nSp=np +n.
Bir onceki altbolumiin Alistirma 1’ine gore n = 0. [l

Alistirma. N’den N’ye giden ve f(0) = 1, f(Sn) = 2f(n) esit-
liklerini saglayan bir fonksiyonun varligini kanitlayin.

3.5. Siralama

Tanim. » ve m iki dogal say1 olsun. Eger # + p = m esitligi-

ni saglayan bir p dogal sayis1 varsa, o zaman 7z < m yazilir ve
bu durumda n, m’den kiiciikesit denir.

0 + n = n oldugundan, her » € N icin 0 < n olur; yani 0,
N’nin en kiiciik elemanidir.
Eger n < m ise, ama n # m ise, bu durumda 7 < m yazilir ve
n, m’den mutlak kiiciik denir. Elbette
n<m<<3p#0(n+p=m)
ve her n dogal sayi igin igin 7 < n + 1 = Sn.
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Teorem 3.15 [Swralamal]. < iliskisi bir siralamadir, yani her
n, m, p € N icin,
i.n<n.
i.n<mvem<nisen=m.
i.n<mvem<pisen<p.
Kanit: i belli. ii’yi kanitlayalim. Varsayimlar altinda,
n+p=mvem+q=n
esitliklerini saglayan p ve g sayilar1 vardir. Buradan,
n+p+q)=mn+p)+g=m+q=n
cikar. Onsav 3.6’ya gore p + g = 0. Boliim 3.1, Alistirma 1’e
gore p = g = 0. iii’in kanit1 daha da kolay: Varsayimlara gore
a ve b dogal sayilari icin, 7 + a = m ve m + b = p. Demek ki,
n+(a+b)=n+a)+b=m+b=p,
yani n < p. []

Teorem 3.16 [Siralama]. Her n, m, p € N icin,
1. n £ n.
.n<mvem<pisen<p.
Kanut: Bir 6nceki teoremden ve mutlak esitsizligin tanimin-
dan cikar. O

Teorem 3.17 [Tamsiralamal. < iligkisi bir tamsiralamadir,
yani ber n, m € N icin, ya n <m ya da m < n olur.

Kanit: » tizerine timevarimla. Eger n = 0 ise sorun yok.
Simdi teoremi # igin varsayip Sz i¢in kanitlayalim. » bir dogal
say1 olsun. Eger m < n ise 0 zaman m < n < Sn olur ve sorun
kalmaz. Eger n < m ise, oyle bir p # 0 vardir ki,

n+p=m
olur. p # 0 oldugundan, bir p’ icin Sp’ = p olur. Demek ki,
m=n+p=n+Sp'=n+p' +1=m+1)+p' =Sn+p.
Demek ki Sz < m. [l
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Onsav 3.18 [Ayrik Siralama]. Her n, m € N icin,

Lm<Sn<smsn.

i.m<n< Sm<n.

ili. m < n < Sm egitsizliklerini saglayan bir n dogal sayisi
yoktur.

Kanit: i. (=) m < Sn oldugundan, m + p = Sn esitligini sag-
layan bir p # 0 vardir. p # 0 oldugundan bir 7 € N i¢in,

p=_Sr
ve
Sm+r)=m+Sr=m+p=_5n

ve m + r = n. Demek ki m < n.

(<) m < nise n < Sn oldugundan, kolaylikla 7 < Sn bulu-
ruz.

ii. m < n olsun. Demek ki bir p # 0 dogal sayisi igin m + p =
n. Ama p # 0 oldugundan bir » € N i¢in p = Sr olur. Demek ki

n=m+p=m+Sr=m+(r+1)=m+1)+r=8m+r.
Boylece Sm < n esitsizligi kanitlanmig olur. Diger yon bariz.

ili. 72 < < Sm ise, i ve ii’den Sm < n < m cikar, celiski. [

Son olarak toplama ve ¢arpmanin siralamayla olan iligkilerini
irdelemek gerekiyor. Bunlarin kanitlarini alistirma olarak okura
birakiyoruz.

Teorem 3.19 [Toplamaya Saygi]. Her n, m, p € N icin,n <m
ancak ve ancak n + p < m + p ise.

Teorem 3.20 [Carpmaya (bir yere kadar) Saygi]|. Her n, m,
p € Nicin, eger n <mve O < pise, 0 zaman n x p <m x p.

Bu altboliimiin son teoremi olarak, bu ders notlarinda hic-
bir igimize yaramayacak, ama bir sonraki ders notlarinda 6nem-
li olacak bir sonu¢ kanitlayacagiz. Teoremin kanitinin P1 ve
P2’den daha fazlasini, dogal saymin tanimini kullandigina dik-
katinizi cekeriz.
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Teorem 3.21%. Her n, m € N icin,

1. n <mise n < m olur.

il. n < m ancak ve ancak n € m ise.

. Her nicin n ¢ n.

Kanit: i) 72 tizerine timevarimla kanitlayacagiz. Eger n < m
=0isen=m=0o0lmall.n=0=0 c =0 =m oldugundan
bu durumda 6nerme dogru. Simdi teoremin 7 i¢in dogru oldu-
gunu varsayip Sm i¢in kamitlayalim. # < Sm olsun. Eger n = Sm
ise, elbette # < Sm. Bundan boyle # < Sm olsun. Onsav 3.18%
gore, n < m olur. Tumevarim varsayimindan 7 < m elde ederiz
Ote yandan m < m U {m} = Sm. Demek ki n < Sm.

ii. Eger n < m ise Onsav 3.18.ii’den Sx < m ¢ikar. Bir parag-
raf once kanitlanan i’den de,

nenun)=Sncm
bulunur.

Diger yonu m lizerine tiimevarimla kamitlayacagiz. m = 0 = &
ise sorun yaratacak bir # bulamayiz. Simdi 6énermeyi m igin
varsayip Sm i¢in kanitlayalim. # € Sm = m U {m} olsun. Eger n
= m ise n < Sm olur ve kanit biter. Aksi halde # € m olur ve ti-
mevarimla 7 < m bulunur; bundan da 7 < Sm cikar.

iii. Bir oncekinden ve Teorem 3.16.i°den ¢ikar. O

Dogal sayilarda mutlak esitsizligi
n<m<nem
olarak da tanimlayabilirdik (bkz. Teorem 3.21.ii). Ama bunu
ozellikle yapmak istemedik ciinkii olabildigince kiimeler kura-
mindan kaginmak istiyoruz.

3.6. lyisiralama
Gegen altbolimde dogal sayilar kiimesi N’yi < iligkisiyle tam-
siraladik (Teorem 3.15 ve 3.17): Her n, m, p € N igin,
1. n<m.
i.n<mvem<mnisen=rm.
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. n<mvem<pisen<p.
iv. ya n < m veya m < n olur.
Bu tamsiralamanin énemli bir 6zelligi daha vardir: Her dogal
say1 kiimesinin bir en kii¢lik elemani vardir, yeter ki kiime bos ol-
masin. Iste o teorem:

Teorem 3.22 [lyisiralama Teoremi]. N’nin bos olmayan her
altkiimesinin en kiigiik elemani vardir, yani < iliskisi N’yi iyisi-
ralar.

Kanit: @ # X < N olsun.

M={m e N :herx e X icin m <x}
olsun. (Yani M, X’in altsinirlar1 kiimesi olsun.) Elbette 0 € M.
Ayrica x € X ise, Sx ¢ M clinkii ne de olsa Sx, x’ten kiigiike-
sit degil. Demek ki M # N. Dolayisiyla P2’den dolayi, 6yle bir
m € M vardir ki Sm ¢ M olur. m € M oldugundan, 2, X’in her
elemanindan kuctikesit. Eger 72, S’de olmasaydi, 72, X’in her ele-
manindan mutlak kiiciik olurdu. Demek ki S#2, X’in her elema-
nindan kiiciikesit olurdu (Onsav 3.18.ii). Demek ki Sm € M, ce-
liski. Demek ki m € S. ]

Sonug 3.23. Eger bir ¢(n) onermesi bir dogal sayist icin yan-
lissa, 0 zaman ¢’nin yanls oldugu en kiiciik bir dogal say: vardir.
Kanit: Aslinda bu sonug bir 6nceki teoremin dogrudan bir
sonucu. Bunu gormek igin, bir 6nceki teoremde
X ={n e N:—=opn)}
almak yeterli. |

3.7. Tiimevarimla Kanit
Bu altbolimiin konusu olan teoremlerimizi yazmadan ve
kanitlamadan 6nce Teorem 2.5’i ¢ok daha alisik oldugumuz
dilde yazalim.
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Teorem 3.24. ¢(n), dogal sayilar hakkinda bir énerme ol-
sun. Varsayalim ki

a) ¢(0) dogru,

b) Her ¢(n) dogru oldugunda ¢(n+1) de dogru.
O zaman ber n € N i¢cin ¢(n) dogrudur.

Kanit: $7 = 7 + 1 oldugundan bu aynen Teorem 2.5’tir. [}

Sonug 3.23 (ya da isterseniz Teorem 3.22 ama biz Sonug
3.23’0 tercih ederiz) bize yeni bir kanit yonteminin kapisini
aciyor. Diyelim dogal sayilar hakkinda bir ¢(7) 6nermesini ka-
nitlamak istiyoruz. @’nin her dogal say1 i¢in dogru olmadigini
varsayalim. O zaman Sonug 3.22’ye gore @’nin dogru olmadi-
g1 en kiigiik bir dogal say1 vardir. Diyelim 7, ¢’nin dogru olma-
dig1 en kiigiik dogal say1. O zaman ¢, #’den kiigiik sayilar igin
dogrudur ama 7 i¢in yanhstir. Bundan bir ¢eliski elde edilmeye
caligihir. Aciklayalim.

Kanitlamak istenen 6nerme, daha 6nce oldugu gibi sadece
n’den kucuk tim dogal sayilar icin dogru oldugu varsayilip,
onerme 7 i¢in kanitlanir. Eger bu yapilabilirse, o zaman 6ner-
me her 7 dogal sayisi i¢in dogrudur.

Bu kanit yontemi timevarimla kanitin bir cesitlemesidir.
Bigimsel olarak bu ¢esitlemeyi soyle ifade ederiz (parantez enf-
lasyonundan dolay:1 ¢(n) yerine @7 yazdik):

[Vn ((Vi(i<n—> ¢i) > on))] > Vn on.
Bu formiilin ne dediginin anlasilmasi zor oldugundan soy-
le agiklayalim: Her # dogal sayis igin,
(Vi(i<n— i) > on)
onermesi dogruysa, o zaman her # dogal sayisi icin
on
onermesi dogrudur.

Daha popiiler (ama matematiksel olmayan) bir dille bu ¢e-

sitlemeyi soyle ifade ederiz: Eger her # dogal sayisi icin,
(0(0) A .o A (11 — 1)) > ()
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onermesi dogruysa, o zaman her # dogal sayisi icin
®(n)
onermesi dogrudur.

Bu cesitlemede baglangi¢ adimina ihtiyag yoktur, ¢tinkii 7 = 0
ise, 0’den kii¢iik dogal say1 olmadigindan, ¢ onermesi 0’dan
kuigtik her dogal say1 i¢in dogrudur. Dolayisiyla 6nerme 0 igin
de dogrudur.

Bu soylediklerimizi not edelim:

Teorem 3.25 [Tiimevarimla Kamt II]. ¢(n) dogal sayilar
hakkinda bir 6nerme olsun. Eger her n dogal sayist icin,
¢(0), ..., @(n—1)
onermeleri dogru oldugunda
¢(n)
onermesi de dogruysa, o zaman ¢(n) her n icin dogrudur. Da-
ha matematiksel bir deyisle, eger her n dogal sayisi icin, n”’den
kiiciik her i dogal sayist ¢’yi dogruladiginda n de ¢’yi dogrula-
nmiyorsa, o zaman herdogal say: ¢’yi dogrular. Gene bir baska
deyisle, eger her n icin,
(Vi(i<n— (i) - o(n)
onermesi dogruysa, o zaman her n icin ¢(n) dogrudur.

Kamit: X = {#n € N : ¢(n) yanlis} olsun. X’in bogkiime olma-
digini varsayalim. Teorem 3.22’ye, hatta Sonug 3.23’e gore X’in
en kugiik bir elemani vardir, diyelim #. O zaman 7’den kiiciik
higbir say1 X ’te degil, demek ki 7’den kiiciik her say1 i¢in ¢ dog-
ru. Ama o zaman da teoremin varsayimina gore ¢(n) dogrudur.
Celiski. Demek ki X boskiime ve her n € N : ¢(n) dogru. [

Tumevarimla kanitin bu versiyonunu kullanarak dogal sa-
yilarda kalanli bolme isleminin (6rnegin 23 = 7x3 + 2) yapila-
bilecegini kanitlayalim.



3. Dogal Sayilarda Toplama, Carpma ve Siralama 109

Teorem 3.26 [Dogal Sayilarda Bolme]. # ve m iki dogal sa-
yt olsun, ama m # 0 olsun. O zaman 6yle bir ve bir tane q ve r
dogal say: cifti vardir ki, n = mq + r ve r < m olur.

Kanit: Once g ve 7 dogal sayilarmin varligini kanitlayalim.
Bunu 7 tizerine timevarimla (ama timevarimla kanit yontemi-
nin ikinci versiyonuyla) kanitlayacagiz. Eger n < m ise ¢ = 0 ve
r = n alabiliriz. Simdi # > m olsun ve teoremin 7’den kuciik sa-
yilar icin dogru oldugunu varsayalim. p dogal sayisim + p = n
esitligini saglasin. p < 7 oldugundan, teorem p igin dogru. De-
mek ki bir g\ ve 7y < m dogal say: cifti icin p = mq + 7, esitli-
gi dogru.

n=m+p=m+mqy+ry=m(qg+ 1)+ 1.

olur. g = gy + 1 ve r = 7 olsun.

n=m(qyg+ 1) +rog=mq+7r
ve

r=ro<m
olur. g ve #’nin varhigini boylece 7 i¢in de kanitlamis olduk.
Simdi g ve 7’nin biricikligini kanitlayalim. Diyelim
mq +r=mqgq + ro ve r, ro < m.
q = qq ve r = 1 esitliklerini kamitlayacagiz. g = g esitligini kanit-
lamak yeterli (Teorem 3.7). Diyelim g < q(. O zaman bir g; > 0
i¢in g + g1 = g olur. Demek ki,
mq +r=mqqy+1y=m(q+qq) +rg=mq + mqq + 1
ve dolayisiyla
r=mqq + 1g.

0 < g1 oldugundan, 1 < g4 ve

msmqqS<mqq+rog=r<m
olur, ki bariz bir ¢eligkidir. (]



