9. Yakinsak Dizilerle Dort Islem
ve Siralama

akinsak diziler kiimesini ¢/ ile gosterelim. Bu bolimde ¢/

kiimesinde toplama, c¢ikarma, ¢arpma ve kimi zaman da
bolme islemlerini yapabilecegimizi gosterecegiz. Once toplama-
dan baslayalim. Dizilerimiz hep kesirli sayi dizileri olacak.

9.1. Toplama
[k teoremimiz, limit alma isleminin dizileri toplama islemine
dagildigini soyleyecek: lim,, , (x,+v,,) =lim,_, x,+1lim, .y, .

Teorem 9.1. 7/ kiimesi toplama altinda kapalidir, yani iki
yakinsak dizinin toplami da yakimsaktir. Dahasi, eger (x,), ve
(V,)),, dizileri sirastyla a ve b sayilarma yaknsiyorsa, (x,, + v,,),
dizisi a + b sayisina yakinsar, yani,

limn—)oo ('xn + yn) = hmn—)oo X, hmn—)oo Y
olur.

Kanit: Once kanitin felsefesinden s6zedelim, bu 6nemli. Ya-
ni tam matematiksel kanit yapmadan kanitin anafikrini anlat-
maya calisalim.

Kanitin uzunluguna aldanmasin okur, kanit kisaciktir.
Ama uzun uzun anlatiyoruz...
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Varsayima gore (x,,),, dizisini a’ya diledigimiz kadar yaklas-
tirabiliyoruz. Gene varsayima gore, (y,,),, dizisini b’ye diledigi-
miz kadar yaklastirabiliyoruz. Dolayisiyla (x,+y,), dizisini
a+b’ye diledigimiz kadar yaklagtirabilmemiz gerekir...

a b a+b
——tHeoH+—HHeH——H-HieitH—

x, Y XutYn

Bir daha deneyelim: Varsayima gore, yeterince biiyiik 7’ler
icin, x,, terimi a’ya ¢ok yakin olabiliyor. Gene varsayima gore,
yeterince buytuk #’ler i¢in, y, terimi b’ye ¢ok yakin olabiliyor.
Dolayisiyla, yeterince buyiik 7’ler icin, x,, + v, terimi a + b’ye
cok yakin olabilmeli...

Yukarda soylenenlerin okuru aydinlattigini umarak mate-
matiksel kanita gegelim. Kanitimiz her zamanki gibi baslaya-
cak: € > 0, herhangi bir kesirli say1 olsun...

(x, + v,), dizisinin a + b sayisina yakinsadigini gostermek
istedigimize gore, Oyle bir N sayisi bulmaliyiz ki, her # > N i¢in,
l(x, +v,) —(@a+b)l<eg
olsun. Eger n’yi yeterince buiyuk segersek, |x,, — al ve ly, — bl sa-
yilarini istedigimiz kadar kiigiiltebilecegimizi biliyoruz. Dolayi-

styla, kanitlamak istedigimiz yukardaki esitsizlige bir bigimde
lx,, — al ve ly, — bl

sayilarini sokusturmaliyiz, bu sayilar devreye girmeli ki varsa-

yimlar1 kullanabilelim.

Tekrar:

l(x, +v,) —(@a+b)l<eg

esitsizliginin saglanmasi i¢in 7’nin ne kadar buyiik secilmesi ge-
rektigini bulacagiz. Her zaman oldugu gibi sol taraftaki ifadey-
le oynayacagiz. O ifadeden birazcik daha buyiik bir ifade bula-
cagiz. Buldugumuz bu biuytk ifadeyi 1) Varsayimlarimizi kul-
lanacagimiz bigimde, 2) #’yi yeterince buiyuk secerek diledigi-
miz kadar kugiiltecegimizden emin olacagimiz bi¢cimde segece-
giz. Baglayalim:
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I(xn + yn) —(a+ b)l = |(xn —a)+ (yn - b)l
<lx,—al +ly, — bl.

Simdi, l(x,, +y,) — (a + b)l ifadesi yerine,

lx, —al +ly, — bl
ifadesini €’dan kii¢iik yapmaya ¢alisabiliriz. Eger,

lx,, — al ve ly, — bl
ifadelerinin her biri €/2’den kiigiik olursa, toplamlari £’dan kii-
ciik olur. Zaten bunu yapmasini biliyoruz, ¢unki (x,),
dizisinin limiti a, (x,,), dizisinin limiti b...

(x,), dizisinin limiti a oldugundan, 6yle bir N vardir ki,

her n > Ny igin,

lx, —al < /2
olur. Benzer nedenden, 6yle bir N, dogal sayisi1 vardir ki, her
n > N, igin,

ly, — bl < &/2
olur. Biz her iki esitsizligin birden dogru olmasini istedigimiz-
den, 7’yi hem N;’den hem de N,’den biuytik almaliyiz. Dolay1-
siyla, eger N = max{N;, N,} ise, # > N oldugunda, n, hem
N;’den hem de N,’den biuiytuk olur ve yukardaki iki esitsizligin
ikisi birden dogru olur. Simdi Teorem 1’in birkag satirlik kani-
t1 yazabiliriz:

Teorem 1’in Kanitt: € > 0, herhangi bir kesirli say1 olsun.
(x,), dizisinin limiti a oldugundan, oyle bir Ny vardir ki, her
n > Nj igin,

lx, —al < ¢/2
olur. Benzer nedenden, 6yle bir N, vardir ki, her # > N, icin,
ly, — bl < €/2
olur. Simdi N = max{N;, N,} olsun. Eger # > N ise, hem 7 > N;
hem de 7 > N, oldugundan,
l(x,, + 3,) = (@ + D) = l(x,, — a) + (v, = D)l
<lx, —al +ly, — bl
<el2+¢ell=¢
olur. Kanit tamamlanmustir. [l
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Ayni kanit yontemini toplama yerine ¢ikarma islemine de
uygulayabiliriz.

9.2. Cikarma
Teorem 9.2. ¢/ kiimesi ¢tkarma altinda kapalidir, yani iki
yakinsak dizinin fark: da yakinsaktir. Dabasi, eger (x,), ve
(V,,),, dizileri sirasryla a ve b sayilarina yakinsiyorsa, (x,, — v,),
dizisi a — b sayisina yakinsar, yani,
lim, ., (x, = y,) = lim,_,,, x,, - lim,_,., ¥,
olur.
Kanit: € > 0, herhangi bir kesirli say1 olsun. (x,,), dizisinin
limiti @ oldugundan, 6yle bir Ny vardir ki, her # > N i¢in,
Ix,, —al < &2
dir. Benzer nedenden, 6yle bir N, vardir ki, her n > N, i¢in,
ly, — bl < /2
dir. Simdi N = max{N;, N,} olsun. Eger n > N ise, hem n > N;
hem de # > N, oldugundan,
l(x,, = y) = (@ = D) = (x,, —a) + (b - y,)l
<lx,—al +1b -1y,
=lx, —al +ly, — bl
<el2+¢el2=¢
olur. Kanit tamamlanmistir. ]

Ayni 6nerme, ama bu sefer degisik bir kanitlama yontemiy-
le carpma icin de gecerli.

9.3. Carpma
Teorem 9.3.7/ kiimesi ¢carpma altinda kapalidir, yani iki
yakinsak dizinin carpimi da yakinsaktir. Dabasi, eger (x,), ve
(V,),, dizileri sirasiyla a ve b sayilarma yakinsiyorsa, (x,,,), di-
zisi ab sayisina yaknsar, yani,
lim,, ., x,y, = (lim,_,,, x,)(lim,,_,, )
olur.
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Kanut: (x,y,,), dizisinin ab sayisina yakinsadigin1 gostermek
istedigimize gore, herhangi bir &€ > 0 kesirli say1 secildiginde,
oyle bir N sayis1 bulmaliyiz ki, her # > N i¢in,

lx,y, — abl < €
olsun. Bir basgka deyisle, Ix,y, — abl < ¢ esitsizliginin gegerli ol-
masi i¢in 72’nin ne kadar biiyik olmasi gerektigini bulmaya ¢a-
lismaliyiz. Eger n’yi yeterince buyuk segersek,
lx,, — al ve ly, — bl

sayilarini istedigimiz kadar kugiiltebilecegimizi biliyoruz. Dola-
yisiyla, kanitlamak istedigimiz yukardaki esitsizlige bir bicimde
lx,, — al ve ly, — bl sayilarini sokusturmaliyiz, bu sayilar devre-
ye girmeli ki varsayimlari kullanabilelim.

Her zamanki gibi sol taraftaki |x,y, — abl ifadesiyle oynama-
liyiz. Bu ifadeyi hafifce biiyiiterek, isin igine Ix, — al ve ly, — bl
ifadelerini sokmaliyiz. Bunu yapmak icin matematikte sik sik
kullanilan ufak bir hile vardir. Iste o hile:

lx,y, —abl = Ix,y, — x,b + x,b — abl

<lx,y, — x,bl + Ix,b — abl

= Ix,lly, — bl + Ix,, — allbl.
Simdi en sagdaki |x,,lly, — bl + |x,, — allbl toplamini £’dan kiigik
yapmaliyiz. Ama bu mimkiin madir? Her iki

lx,|ly,, — bl ve Ix,, — allbl

terimini de &/2’den kiigiik yapabilirsek, o zaman bunlarin top-
lamlar1 da /2 + €/2 = €’dan kiiglik olur ve kanitimizi basariyla
tamamlamis oluruz.

Once gorece kolay olan lx,, — allbl terimini (2’yi yeterince bii-
yuk yaparak) €/2’den kiiciik yapalim. Bunun igin, |x,, — al terimini
&/21blden kiiciik yapmak yeterli. Ama dikkat, eger b1 = 0 ise, |bl’ye
bolemeyiz... Hi¢ 6nemli degil! Bu sorunun ¢oztimii gayet basit:

lx,, — allbl < Ix,, — al(1 + 1bl)
oldugundan, lx, — al terimini
€
2(1+b)
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den kiiciik yapmak yeterli! Bunu yapabilir miyiz? Evet! Bu sa-
y1 0’dan buyiik kesirli bir say1 oldugundan, oyle bir N sayist
vardir ki, her #» > N i¢in,
€
= al<
esitsizligi dogrudur.

Simdi lx,lly, — bl terimini de &/2’den kiiciik yapmaya calig-
maliyiz. ly, — bl terimini istedigimiz kadar kiigtltebilecegimizi
biliyoruz. Ama bu yetmez... Cinkii bu terimin yanina yapismis
bir de |x,,| terimi var. Eger lx,| cok artarsa, o zaman bu terimi,
kuicildigunt bildigimiz ly, — bl terimiyle ¢arptigimizda, garpi-
min ¢ok kiiciileceginden emin olamayiz. Ornegin, ly, — bl teri-
mi 1/n gibi kuigtilebilir ama |x,,| terimi 7 gibi artabilir. O zaman
da ¢arpimlari olan Ix,lly, — bl terimi # buyukken 1 civarinda
dolanir durur ve hi¢bir zaman &/2 kadar kiigiilemez. (¢’un kii-
¢uk bir say1 oldugunu unutmayin.)

Neyse ki boyle bir sorunla kargilasmayiz, ¢iinkii birazdan
kanitlayacagimiz tzere, (x,,), dizisi yakinsak oldugundan sinir-
lidir (Teorem 4) ve dizinin her Ix,| terimi belli bir B > 0 kesirli
sayisindan kugiiktiir. Demek ki (eger Teorem 4’ii dogru kabul
edersek),

lx,|ly,, — bl < Bly,, — bl
esitsizligi gecerlidir. Simdi en sagdaki Bly,, — bl ifadesini €/2’dan
kuigik yapmak yeterlidir. Bly, — bl ifadesini ¢/2’den kugiik yap-
mak i¢in ise de, ly, — bl ifadesini
€

2B
den kuciik yapmak yeterlidir. Bunu basarabiliriz dostum! Ne
de olsa bu say1 pozitif bir kesirli sayidir ve ly, — bl sayisi yete-
rince biiyiik 72’ler icin bu sayinin altina iner: Oyle bir N, sayisi
vardir ki, her 7 > N, i¢in,

|yn_b|<_
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esitsizligi dogrudur. Demek ki,
lx,1-1y, ~bl<Bly, ~bl<B-—==
esitsizligi gegerlidir.
Simdi N = max{Ny, N,} olsun. Eger n > N ise, hem n > N;
hem de 7 > N, oldugundan,

e,y — ab| =|x,y, — x,b +x,b - abl
<|x,y, —x,b| +|x,b — abl
b~ 8+ b -l
<Bly, —t| +|x, —a|}|
<Bly, b+, — al(1+ 1)

€ g
BE + —2(1 " |b|) (1 + |b|)
e &

== 4= =g
2 2

Asagida tamamlayacagimiz ufak bir eksiklik diginda kaniti-
miz bitmisgtir. (]

Teorem 9.4. Yakinsak bir dizi simirlhidir. Yani
Y AB.

Kanit: Kanitin anafikri cok basit: Eger bir dizi a’ya yakinsi-
yorsa, bu dizinin terimleri @’dan pek uzakta olamazlar... Simdi
teoremi matematiksel olarak kanitlayalim.

Bir a sayisina yakinsayan bir (x,,), dizisi ele alalim. Yakin-
samanin taniminda €’u 1’e esit alalim. 1, 0’dan buyuk bir ke-
sirli say1 oldugundan buna hakkimiz var. O zaman dizinin te-
rimleri belli bir N gostergecinden sonra (a — 1, a + 1) araligina
duser, yani her # > N i¢in, x,, € (a — 1, a + 1) olur. Geriye son-
lu sayida x, x4, ..., x) terimi kalir. Bunlar da sinirli bir araliga
sigarlar elbette.
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AN+1 *N+3 *N+2

(

® ® L4 y

a-1 a a+l

Daha bigimsel olalim ve
A = min{xg, xq, ..., XN, a} — 1,
B = max{xg, X1, ..., xpp a} + 1
tanimlarini yapalim. O zaman her x,, terimi (A, B) araligina du-
ser. Demek ki dizi sinirhdir. O

Boylece Teorem 3’tin de kaniti tamamlandi.

Ik ti¢ teorem, s(1) € 7/ olgusuyla birlikte (s(1), sabit 1 di-
zisidir ve 7/’nin ¢arpma isleminin etkisiz elemanidir), yakinsak
diziler kiimesi #/’nin bir halka oldugunu soyliyor, hatta bu tig
teorem ¢/’nin, tim diziler halkasi & nin bir althalkas: oldugu-
nu soyliyor. Teorem 4 de, ayrica, ¢/nin smurli diziler halkasi
@8’nin bir althalkasi oldugunu soyliiyor. Althalkalik < isaretiy-
le gosterilir. Demek ki,

YSBLD
iligkilerini (esitsizliklerini degil!) kanitladik.

9.4. Mutlak Deger

Onsav 9.5. Eger x = (x,,),, yakinsak bir diziyse, (Ix,)), dizisi

de yakinsaktir ve
lim,_, Ix,| = llim,_, x|
olur.

Kanit: lim,,_,, x,, = a olsun. lim,,_, Ix,| = lal esitligini kanit-
layacagiz. Her zaman oldugu gibi bir ¢ > 0 kesirli sayisi sece-
lim. Her # > N icin,

llxc,| — lall < &
esitsizliginin gecerli oldugu bir N dogal sayis1 (gostergeci) bula-
cagiz. Bunun icin asagidaki gri kutuda kanitlanan tunli esitsiz-
ligi kullanacagiz:
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llx,,| = lall < lx,, — al.

Demek ki llx,| — lall < ¢ esitsizligini elde etmek icin,

lx, —al <€
esitsizligini elde etmek yeterli. Nitekim,

lim, ., x,=a

oldugundan, 6yle bir N dogal sayisi vardir ki, her #» > N i¢in,

lx, —al <€
esitsizligi gegerlidir. Demek ki, # > N icin,

llx,| — lall < Ix,, — al < &.
Onsav kanitlanmustir. ]

la — bl > llal — 1bll Esitsizligi
a, b € Q olsun. Ucgen esitsizliginden,
lal = l(a — b) + bl <la — bl + 1bl
elde ederiz. Demek ki,
la — bl > lal — 16l
Ayni nedenden, a ile b’nin rollerini degistirirsek,
la — bl =1b — al > bl - lal

buluruz. Demek ki la — bl, hem lal — bl sayisindan, hem de
bunun eksisi olan 16| — lal sayisindan buyukesit, yani lal — |5l
sayisinin mutlak degerinden buytikesit: la — bl > llal — 1bll.

Aligtirmalar. 9.4.1. Su 6nermeyi kanitlayin: (x,,), dizisi ya-
kinsaksa ve a € Q ise (ax,,), dizisi de yakinsaktir ve
lim, ,, ax, = alim,_, x,
olur.
9.4.2. Eger (lx,|), dizisi 0’a yakinsiyorsa (x,,),, dizisinin de
0’a yakinsadigini kanitlayin.
9.4.3. (x,), dizisi yakinsaksa ve k € N ise (x,f)n dizisinin de
yakinsak oldugunu ve
lim,, ., xf = (lim,,_,., x,,)k
esitligini kanitlayimn.
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9.5. Yakinsak Diziler ve Siralama
Yakinsak dizilerle bolme arasindaki iligskiyi irdelemeden
once yakinsak dizilerle siralama arasindaki iligkiyi irdeleyelim.

Onsav 9.6. (x,,),, ve (v,), dizileri sirastyla a ve b’ye yakinsa-
sinlar. Eger belli bir gostergecten sonra hep x, > v, esitsizligi
saglanryorsa, o zaman a > b olur.

Kanit: Eger z,, = x,, — y,, tanimin1 yaparsak, Teorem 2’ye gore,
“(z,,), dizisi c’ye yakimmsasin. Eger belli bir gostergec-
ten sonra hep z, > 0 esitsizligi saglaniyorsa, o zaman
¢ 20 olur”

onermesini kanitlamanin yeterli oldugunu goriiriiz. Tam tersi-
ne, ¢’nin negatif oldugunu varsayalim. Demek ki ¢ = —Icl.

c z,

1 -

leli2lel2

Varsayima gore oyle bir N vardir ki 7 > N, igin,
2,20
olur. Ayrica, (z,), dizisi ¢’ye yakinsadigindan, 6yle bir N, var-
dir ki 7 > Ny igin,
lz,, — c < leli2
olur. Bunu gormek i¢in, yakinsamanin taniminda € = lcl/2 > 0
almak yeterli. Demek ki,
—lcli2 <z, — ¢ < lcl/2.
Dolayisiyla z, < ¢ + lcl/2. Simdi 7, hem Ny’dan hem de N;’den
buytik bir gostergec olsun. O zaman,
2, <c+lcll2 = —lel + 1cl/i2 = —Icl/i2 < 0,

celigki. (]

Alistirma. (x,,), ve (v,,),, dizileri sirasiyla a ve b’ye yakinsa-
sinlar. Eger sonsuz sayida »n gostergeci icin x,, > vy, esitsizligi
saglaniyorsa, o zaman a 2 b oldugunu kanitlayim.
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9.6. Sifira Yakinsayan Diziler
Bolmeye ge¢meden 6nce bir de 0’a yakinsayan dizilere baka-
lim. Bu dizilerin kiimesine 7/, diyelim. ¢/ kiimesi de toplama, ¢i1-
karma ve ¢arpma iglemleri altinda kapalidir ama ¢arpmanin etki-
siz elemani olan s(1) dizisini icermediginden (bizim bu terime ver-
digimiz anlamda) halka degildir. Bu dezavantajina karsin 7/ kii-
mesinin bir tstiinlugt vardir:

Onsav 9.7. 0’a yakinsayan bir diziyle sinirl bir dizinin car-
pimi O’a yakinsar. Yani 9B %y < 7. (Aslinda esitlik gecerli ta-
bii.)

Kanut: (x,),, 0’a yakinsayan, (y,,),, de smirl bir dizi olsun.
(x,Y,),, dizisinin de 0’a yakinsadigini kanitlayacagiz. Kanitimi-
za, artik alisik oldugumuz sozlerle baglayalim: € > 0, herhangi
bir kesirli say1 olsun. Oyle bir N bulmaliyiz ki, her # > N igin,

lx,v,l <&
olsun, yani

I, Iy, | < €
olsun. (x,), dizisi 0’a yakinsadigindan, yeterince biiyiik 7 gos-
tergecleri icin Ix,| sayisinin ¢ok kiigiilecegini biliyoruz. Ama
araya bir de ly,| girmis. Eger ly,| cok buyiirse, Ix,lly,| sayisini
kiigtiltmekte zorlanabiliriz. Neyse ki ly,I’ler ¢cok biiytiyemezler,
¢unki varsayima gore (y,,),, dizisi sinirli. Bu olguyu kullanma-
liyiz kanitimizda.

B, ly,I’lerin bir tistsinir1 olsun: Her # igin,

ly,l < B.
B’nin 0 olamayacagina dikkatinizi ¢ekerim. Simdi, her # igin,
lx,|ly,| < Blx,,|.

Dolayisiyla, Blx,I’yi €’dan kiiciik yapmak yeterli, o zaman
lx, lly,| otomatik olarak €’dan kii¢iik olur; bunun icin de Ix,,’yi &/B
sayisindan kugtik yapmak yeterli ve bunu da basarabiliriz: (x,,),,
dizisi 0’a yakinsayan bir dizi oldugundan, 6yle bir N vardir ki,
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eger n > N ise, |x,| < ¢/B dir. Dolayisiyla, her 7 > N igin,
Ix,y,| = lx,lly,| < Blx,| < Be/B = «.
Istedigimiz kanitlanmustir. O

Bir R halkasinin, ¢ikarma altinda kapali, bos olmayan ve
RI c Ive IR c I igindeliklerini saglayan I altkiimelerine R’nin
ideali ad1 verilir ve bu durum I < R olarak gosterilir. Demek ki
Yo < 4.

9.7. Bolme

Simdi ¢/’nin tersinir elemanlarini bulalim. Yani 6yle yakin-
sak dizileri bulalim ki, gene yakinsak bir diziyle ¢arpinca, so-
nug sabit 1 dizisi s(1) olabilsin. Demek ki belli bir (y,,),, yakin-
sak dizisi igin,
esitligini saglayan (x,,),, yakinsak dizilerini ariyoruz. Boyle bir (y,,),,
dizisi varsa x,,y,, = 1 olmali, yani her 7 i¢in x,, # 0 ve y,, = 1/x,, ol-
mali. Sonug: Her terimi 0’dan degisik olan hangi (x,,),, yakinsak di-
zileri icin, (1/x,,),, dizisinin yakinsak oldugunu bulmaliyiz.

Teorem 9.8. Eger (x,,),, yakmmsak dizisinin ber terimi 0’dan
degisikse ve dizi 0’a yakinsamiyorsa, o zaman (1/x,,), dizisi de

yakinsaktir ve
1 1
lim, ,, x,
dir. Ayrica eger (x,,), dizisi 0’a yakinsiyorsa (1/x,,),, dizisi irak-
saktir. Daha simgesel bir ifadeyle
U =lx ey thernicinx,#0vex ¢ %)
= (7 \ %) nw*

olur.

Kamit: Eger x = (x,,), € /% ise, her n i¢in x,, # 0 olmasi ge-
rektigi bariz. y = (y,), € /%, x’in tersi olsun. Eger a ve b sira-
siyla x ve y dizilerinin limitiyse, o zaman Teorem 3’e gore,
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1 =1lim s(1) = lim x,y,, = lim x,, lim y,, = ab,
dolaysiyla b # 0.

Simdix € 2/\ 7, “her n i¢in x,,# 0” kosulunu saglasin. x’in
tersinir oldugunu, yani (1/x,,), dizisinin yakinsak oldugunu gos-
terelim. Eger a # 0 sayisi (x,,), dizisinin limitiyse, 1/a sayisinin
(1/x,,),, dizisinin limiti oldugunu gosterecegiz.

& > 0, herhangi bir kesirli say1 olsun. Oyle bir N bulmak is-
tiyoruz ki, her # > N i¢in,
11/x, — 1/al < €
olsun. 1/x, — 1/al ifadesiyle oynayarak, bu ifadenin &’dan k-
citk olmast igin 7#’nin ne kadar buyiik olmasi gerektigini bula-
cagiz. Oynamaya baslayalim:

11

_ |a_xn|

X a

. Jale|

Sagdaki ifadenin payini diledigim kadar kiiciik yapabilirim,
cunkii (x,,), dizisi a’ya yakinsiyor, burada bir sorun yok. Pay-
dadaki a sabit bir sayi, bu da sorun yaratmaz. Ama x,, sorun
yaratabilir, ¢linkii eger x,, ¢cok kiigiiliirse, o zaman ifade cok bii-
yuyebilir ve ifadenin &’dan kiicikk oldugunu kanitlayamayiz.
Teoremin dogru olmast i¢in Ix,I’ler belli bir pozitif sayidan kii-
ciitk olmamali. Bu dogrudur ve (x,,),, dizisinin limitinin 0 olma-
masindan kaynaklanir ama gene de bir kanita ihtiyaci vardir.
Bir sonraki 6nsavda bunu kanitlayacagiz.

Bir sonraki 6nsava gore, 6yle bir 8 > 0 var ki, her » igin,
lx,| > &dir. Simdi yukardaki hesabi bir adim daha devam etti-
rebiliriz:

1 1

- _la-x|
jax, | |af

X a

n

Simdi en sagdaki ifadenin ¢’dan kiiciik olmasi i¢in #’nin ne
kadar buyuk olmasi gerektigini bulalim. Bu ifadenin ¢’dan k-
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¢iik olmasi i¢in, la — x|, €lald’dan kiiciik olmali ve €lald > 0 ol-
dugundan bunu yapabiliriz: N, her #z > N icin,

la — x,| < €lald
esitsizligini saglayan bir say1 olsun. Simdi N’den biiyiik her 7 icin,
1 1

_ |a—xn| - |a—xn| - g|a|6 e
lalea| — lals - falo

X a

n

Bir sonraki 6nsavi da kanitlarsak kanitimiz tamamen tamamlan-
mus olacak. O

Onsav 9.9. i. Eger (x,), yakinsak dizisi 0’a yakinsamuyorsa,
oyle bir N dogal sayist ve & > 0 vardr ki, her n > N icin, Ix,| > 8
olur.

ii. Eger (x,,), yakinsak dizisi 0’a yakinsamuyorsa ve her teri-
mi 0’dan degisikse, 6yle bir & > 0 vardwr ki, her n icin, Ix,| > 8
olur.

Kamt: Onsav S’e gore, (x,,),, yerine (lx,l), dizisini alip x,, > 0
esitsizligini varsayabiliriz. (x,,), dizisi @’ya yakinsasin. Onsav 6’ya
ve varsayima gore a > 0 olmali. Eger € = a/2 alirsak, her n > N
icin,

lx, —al <al2
esitsizligini, yani

—al2 <x,—a<al2

esitsizliklerini saglayan bir N’nin oldugunu goriiriz. Demek ki,
n > N i¢in,

a-al2 <x,
esitsizligi saglanir. Simdi & = a/2 alirsak, birinci kismui kanitla-
mus oluruz. Ikinci kisma gecelim. Yukardaki & yerine,

& = min{lxl/2, lxq1/2, ..., lxpl/2,a/2}

alalim. Varsayimdan dolay1 8 > 0 ve a’nin, N’nin ve 8’nin ta-
nimlarindan dolayi, her 7 igin, |x,| > 3. O
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9.8. Siralama

Teorem 9.10 [Sandvi¢ Teoremi]. (x,,),, (v,), ve (z,), #¢ di-
zi olsun. x,, <y, < z,, esitsizliklerinin belli bir M gostergecinden
sonra dogruysa ve (x,), ve (z,), dizileri ayni elemana yakinsi-
yorsa, (v,,), dizisi de bu elemana yakinsar.

Kanit: (x,), ve (z,), dizileri a’ya yakimsasimnlar. (y,,), dizisi-
nin de a’ya yakinsadigini kanitlayacagiz, yani € > 0, herhangi
bir pozitif sayiysa,

ly,—al <e¢
esitsizliginin her #z > N icin dogru oldugu bir N sayis1 bulaca-
g1z. € > 0 verilmis olsun.
ly, —al <¢
esitsizliginin dogru olmasi i¢in 7’nin ne kadar biiyiik olmasi ge-
rektigini bulacagiz. Bunun igin ly, — al ifadesiyle oynayacagiz.
Hesaplarda rahat etmek i¢in 7 > M alalim. Bu kisitlama yetme-
yecek ama bu sayede, hi¢c olmazsa,
ly, —al=la—x, +x,— v,
<la-x,l+Ix, -y,
=la—x,| + (y, - x,)
<la-x,| + (2, - x,)
Sla-x,| +1z,—al +la —x,|
=2la-x,| + 1z, —al
esitsizligini elde ederiz. Demek ki en sondaki ifadeyi &’dan kii-
cikk yapmak vyeterli. (x,,), dizisi a’ya yakinsadigindan, 6yle bir
N vardir ki, her n > N; i¢cin
lx,—al=la-x,|<¢/3
olur. Ayni nedenden, 6yle bir N, vardir ki, her z > N, i¢in
la —z,l < €/3
olur. Simdi N = max{M, Ny, N,} olsun. Eger n > N ise,
ly, —al =2la—x,| +lz,—al <2¢/3 +¢/3 =¢
elde ederiz.
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Ikinci Kamit: Bir ¢ > 0 verilmis olsun. a, (x,,), ve (z,), dizi-
lerinin limiti olsun. O zaman buyiik #’ler i¢in, hem a — ¢ < x,,

a—-e a a+ée

Eger n yeterince buyiikse, hem

x, <y, <z, olur hem de

bu ti¢ say1 bu aralikta olurlar.
hem de z,, < a + € olur. Demek ki belki biraz daha buyik 7’ler
igin

a-€e<x,<y,<z,<a+¢

olur. Bu buyiik 7’ler icina —€ <y, < a + g, yani ly, — al < ¢ olur.
Teorem kanitlanmistir. [l



