
20*. S›ral› Halkalarda Yak›nsakl›k 
ve Taml›k

Terimleri bir X kümesinden gelen bir diziye X-dizisi ad›n›

verelim. X-dizilerinden oluflan kümeyi D (X) ile gösterelim.

S›ral› bir halkan›n bir r eleman› için, |r| eleman›, max{r,  r}

olarak tan›mlan›r ve ad›na r’nin ����������	
denir. Mutlak

de¤er tahmin edilen tüm özellikleri sa¤lar.

Tan›m. R s›ral› bir halka olsun. (xn)n $ D (R) ve a $ R ol-

sun. E¤er her pozitif + $ R için,

n > N H |xn  a| < +

önermesini sa¤layan bir N do¤al say›s› varsa, o zaman, (xn)n
dizisi (n sonsuza giderken) a’ya 

������

��������	ya da a,

(xn)n dizisinin 
������

��
�
�
�
	denir.

E¤er R = ! ya da " ise, bu ders notlar›nda daha önce tan›m-

lanandan de¤iflik bir kavram elde etmeyiz. Bu yüzden “topolo-

jik” nitelemesini kullanmayaca¤›z.

Asl›nda xn terimleri ve a eleman› bir baflka halkada da ola-

bileceklerinden, “yak›nsar” yerine “R’de yak›nsar” dememiz

daha do¤ru olur. ‹lerde bu ufac›k ayr›m›n önemi olacak.

Demek ki (xn)n dizisinin a’ya yak›nsamas› için, her pozitif

+ $ R eleman› için öyle bir N do¤al say›s› bulmal›y›z ki, N’den



büyük her n göstergeci için,

|xn  a| < +

eflitsizli¤i do¤ru olsun. Bir baflka deyiflle, (xn)n dizisinin a’ya ya-

k›nsamas› demek, her + > 0 için,

{n $ # : |xn  a| ≥ +}

kümesinin sonlu olmas› demektir.

Bir elemana yak›nsayan dizilere ��������diziler denir. Yak›n-

sak olmayan dizilere de �	�����diziler denir. Ama dikkat: Bir di-

zinin yak›nsakl›¤› R halkas›na göre de¤iflir. Öte yandan R ≤ S ise

ve xn, a $ R ise, S ’de yak›nsakl›k R’de yak›nsakl›¤› gerektirir.

Bundan böyle R herhangi bir s›ral› cismi simgeleyecek1. Bir-

ço¤unu ! s›ral› cismi için kan›tlad›¤›m›z sonuçlar› bu bölümde

herhangi bir s›ral› cisme genellefltirece¤iz. Genel kan›t, ! için

yapt›¤›m›z özel kan›ta çok benzedi¤inde özel kan›ta gönderme

yap›p genel kan›t› okura paslama hakk›n› sakl› tutaca¤›z. ‹flte bu

hakk› kulland›¤›m›z örnek bir önerme:

Olgu 20.1. Zamanla sabitleflen bir dizi zamanla sabitleflti¤i

elemana yak›nsar.

fiimdi iki do¤al ve önemli soru soral›m:

1) S›ral› bir cisimde bir dizinin limiti (e¤er varsa tabii) biri-

cik midir?

2) R’nin (1/n)n dizisi illa 0’a yak›nsar m›? (R’deki n’nin an-

lam› için bkz. Bölüm 6A.5: n = nR.)

Birinci sorunun yan›t› olumlu:

Önsav 20.2. S›ral› bir cisimde bir dizinin limiti, e¤er varsa,

biriciktir.
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1 S›ral› halkalarda s›f›rbölen olamayaca¤›ndan, s›ral› halkalar›n bölüm cisimleri vard›r
(bkz. Ek 1) ve bölüm cisimleri de (tahmin edilece¤i biçimde) s›ralanabilirler. Yani s›ral›
halkalardan sözetmek yerine s›ral› cisimlerden sözetmekle herhangi bir genellik kaybet-
meyiz. S›ral› halkalar için kan›tlanmak istenen önerme, halkan›n bölüm cismine geçip
orada kan›tlan›r ve sonra halkaya geri dönülmeye çal›fl›l›r.



Kan›t: S›ral› cisme R diyelim. Hem a hem de b elemanlar›na

yak›nsayan bir (xn)n dizisi ele alal›m. a = b eflitli¤ini kan›tlaya-

ca¤›z. a % b eflitsizli¤ini varsayal›m. + = |a  b|/2 olsun. (xn)n di-

zisi a’ya yak›nsad›¤›ndan, öyle bir N1 vard›r ki, her n > N1 do-

¤al say›s› için,

|xn  a| < +

eflitsizli¤i do¤rudur. Ayn› nedenden, öyle bir N2 vard›r ki, her

n > N2 do¤al say›s› için,

|xn  b| < +

eflitsizli¤i do¤rudur. fiimdi n hem N1’den hem de N2’den büyük

herhangi bir do¤al say›s› olsun. fiu hesab› yapal›m:

|a  b| = |(a  xn) + (xn  b)| ≤ |a  xn| + |xn  b| 

= |a  xn| + |b  xn| < + + + = 2+ = |a  b|,

yani |a  b| < |a  b|. Bu da bariz bir çeliflkidir, bir eleman ken-

dinden küçük olamaz! n

Bu önsava dayanarak, limn(I xn = a yaz›l›m›n› herhangi bir

karmaflaya neden olmadan kullanabiliriz.

Arflimet Cisimleri. ‹kinci sorumuzu olumlu yan›tlamaya ça-

l›flal›m. Bakal›m baflarabilecek miyiz?

R’den herhangi bir + > 0 alal›m. Öyle bir N do¤al say›s› bul-

mak istiyoruz ki, her n ≥ N için

|1/n  0| < +

olsun, yani 1/n < +, yani n+ > 1 olsun. S›ral› bir cisimde oldu¤u-

muzdan N+ > 1R eflitsizli¤ini sa¤layan bir N bulmak yeterli,

çünkü öyle bir n bulundu mu, her n ≥ N için,

+ < 1/N ≤ 1/n

olur. Demek ki soru flu:

Verilmifl herhangi bir pozitif +*$*R için, N+* > 1 eflitsiz-

li¤ini sa¤layan bir N do¤al say›s› var m›d›r?

Bu özelli¤i an›ms›yor olmal›s›n›z. !’nün bu özelli¤i sa¤lad›¤›n›

Teorem 6.11’de kan›tlam›flt›k. Ama her s›ral› cismin bu özelli¤i

sa¤lamad›¤›n› Ek 3’te görece¤iz.
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Tan›m. R s›ral› bir cisim olsun. E¤er her pozitif +*$*R için,

N+* > 1 eflitsizli¤ini sa¤layan bir N do¤al say›s› varsa R’ye Ar-

flimet cismi ad› verilir. (Bu durumda, bir N do¤al say›s› için N+

biçiminde yaz›lan elemanlar sadece 1’i de¤il, R’nin her elema-

n›n› aflarlar. Neden?)

Fark›na varm›fls›n›zd›r, yukarda flu teoremi kan›tlad›k.

Teorem 20.3. S›ral› bir cisimde (1/n)n dizisinin limitinin 0

olmas› için gerek ve yeter koflul cismin Arflimet cismi olmas›d›r.

Arflimet olmayan bir R cisminde öyle + elemanlar› vard›r ki,

her n do¤al say›s› için n|+| < 1’dir, yani |+| ve katlar› hiçbir za-

man 1’i geçemez. Bu tür elemanlara sonsuz küçük elemanlar ya

da enfinitezimaller denir. 0 bir sonsuz küçüktür. 1 sonsuz kü-

çük de¤ildir. Sonsuz küçük elemanlar kümesi toplama, ç›karma

ve çarpma alt›nda kapal›d›r (neden?) ama bölme alt›nda kapal›

de¤ildir elbet.

Peki, s›ral› bir cisimde (1/n)n dizisi 0’dan baflka bir elemana

yak›nsayabilir mi? Bakal›m... Diyelim dizi .’ya yak›nsad›. De-

mek ki + > 0 ne olursa olsun, öyle bir N vard›r ki, her n > N için,

|1/n  *.| < +

olur, demek ki

.* *+*J*1/n < .*5*+. (1)

n yerine n + 1 al›rsak,

.* *+ < 1/(n+1) < .*5*+

buluruz. Bundan da

 .* *+ <  1/(n+1) <  .*5*+. (2)

eflitsizlikleri de geçerlidir. (1) ve (2)’yi altalta toplarsak,

buluruz. Son eflitsizlikten de +’un sonsuz küçük olamayaca¤› ç›-

kar. Demek ki +’u pozitif bir sonsuz küçük seçemeyiz, yani
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R’de tek sonsuz küçük 0R’d›r. Yani R Arflimet cismidir. Dola-

y›s›yla Teorem 3’e göre (1/n)n dizisi 0’a yak›nsar ve Önsav 2’ye

göre . = 0’d›r. fiu teoremi kan›tlad›k.

Teorem 20.4. S›ral› bir cisimde (1/n)n dizisinin limitinin ol-

mas› için gerek ve yeter koflul, cismin Arflimet cismi olmas›d›r.

Bu durumda dizinin limiti 0 olmak zorundad›r.

Yak›nsak Diziler Halkas›. Bu paragrafta yak›nsak dizilerle

neler neler yapabilece¤imizi görece¤iz.

Terimleri s›ral› bir R cisminden al›nan yak›nsak diziler kü-

mesini Y (R) ile gösterelim. Standart ifllemler Y (R) kümesi üze-

rine de tan›ml›d›r.

Olgu 20.5 [Teorem 9.1, 9.2, 9.3, 9.8]. Y (R) kümesi topla-

ma, ç›karma ve çarpma alt›nda kapal›d›r, yani iki yak›nsak di-

zinin toplam›, fark› ve çarp›m› da yak›nsakt›r. Sabit 0 dizisi s(0)

ve sabit 1 dizisi s(1) de Y (R)’de olduklar›ndan, Y (R), D (R)’nin

bir althalkas›d›r. Dahas›, 

limn(I (xn , yn) = limn(I xn , limn(I yn,

limn(I (xnyn) = (limn(I xn)(limn(I yn), 

olur. Ayr›ca e¤er (yn)n dizisinin her terimi 0’dan de¤iflikse ve

limn(I yn % 0 ise, o zaman (xn/yn)n dizisi de yak›nsakt›r ve

limn(I (xn/yn) = (limn(I (xn))/(limn(I (yn))

olur.

Yukardaki olguyu, “limit alma ifllemi toplamaya, ç›karmaya,

çarpmaya ve bölmeye sayg› duyar” olarak da ifade edebiliriz. 

Limit alma ifllemi s›ralamayla da uyumludur:

Olgu 20.6 [Önsav 9.6]. (xn)n ve (yn)n dizileri s›ras›yla a ve

b’ye yak›nsas›nlar. E¤er belli bir göstergeçten sonra hep (ya da

sonsuz defa) xn ≥ yn eflitsizli¤i sa¤lan›yorsa, o zaman a ≥ b’dir.
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Bir sonraki sonuç uygulamada çok yararl› olan ve s›k s›k

baflvurulan bir teoremdir.

Teorem 20.7 [Sandviç Teoremi, Teorem 9.10]. (xn)n, (yn)n
ve (zn)n üç dizi olsun. xn ≤ yn ≤ zn eflitsizlikleri belli bir M gös-

tergecinden sonra do¤ruysa (asl›nda sonsuz defa do¤ruysa) ve

(xn)n ve (zn)n dizileri ayn› elemana yak›ns›yorsa, (yn)n dizisi de

bu elemana yak›nsar. 

0’a Yak›nsayan Diziler. 0’a yak›nsayan diziler kümesine

Y0(R) ad›n› verelim.

Sonuç 20.8. Y0(R) kümesi toplama, ç›karma ve çarpma al-

t›nda kapal›d›r. Sabit 0 dizisi s(0)’yi içerir ama sabit 1 dizisi

s(1)’yi içermez.

Kan›t: Olgu 20.5’in do¤rudan bir sonucudur. n

Y0(R) kümesi çarpman›n etkisiz eleman› olan s(1)’yi içerme-

di¤inden bir halka olmaz. Ama Y0(R)’nin birkaç paragraf son-

ra sözedece¤imiz bir baflka önemli özelli¤i vard›r.

S›n›rl› Diziler Halkas›. S›n›rl› R-dizileri kümesini B (R) sim-

gesiyle gösterece¤iz. B (R) kümesi toplama, ç›karma ve çarpma

alt›nda kapal›d›r ve bunun kan›t› oldukça kolayd›r.

Olgu 20.9 [Önsav 7.1]. B (R), D(R)’nin bir althalkas›d›r,

yani B (R) kümesi toplama, ç›karma ve çarpma alt›nda kapal›-

d›r ve s(0) ve s(1) sabit dizilerini içerir.

Olgu 20.10 [Teorem 9.4]. Yak›nsak bir dizi s›n›rl›d›r. Yani

Y (R) 2 B (R). Dolay›s›yla Y(R), B (R)’nin bir althalkas›d›r.
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fiimdilik

Y0(R) 2 Y (R) ≤ B (R) ≤ D(R)

iliflkilerini kan›tlad›k. Daha neler neler olacak.

Temel R-Dizileri Halkas›. Kesirli temel dizileri de genelleflti-

rebiliriz:

Tan›m. (xn)n bir R-dizisi olsun. E¤er R’nin her pozitif  > 0

eleman› için, 

her n, m > N için |xn ! xm| <  

eflitsizli¤inin sa¤land›¤› bir N do¤al say›s› varsa, o zaman (xn)n
dizisine temel R-dizisi denir.

Temel diziler kümesine C(R) ad›n› verelim.

Olgu 20.11 [Teorem 11.1 ve 11.2]. Yak›nsak diziler temel

dizilerdir ve temel diziler s›n›rl›d›r. Yani Y(R) " C(R) " B(R).

Ama yukarda örne¤ini verdi¤imiz gibi, her temel dizi yak›n-

sak de¤ildir. (Öte yandan ilerde görece¤imiz üzere, gerçel say›-

larda her temel dizi yak›nsakt›r.) Ve elbette her s›n›rl› dizi temel

de¤ildir.

C(R) de aynen Y(R), B(R), D(R) gibi toplama, ç›karma,

çarpma, ve ç›karma alt›nda kapal›d›r:

Olgu 20.12 [Teorem 11.3, 11.4 ve 11.5]. C(R) kümesi top-

lama, ç›karma ve çarpma alt›nda kapal›d›r, yani iki temel dizi-

nin toplam›, fark› ve çarp›m› da temeldir. Demek ki, s(0) ve s(1)

dizileri de C(R)’de oldu¤undan, C(R) bir halkad›r, B(R)’nin bir

althalkas›d›r.
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Böylece art›k

Y0(R) " Y(R) ≤ C(R) ≤ B(R) ≤ D(R)

iliflkilerini biliyoruz.

C(R) halkas› bölme alt›nda da “olabildi¤ince” kapal›d›r. Bi-

razdan gelece¤iz bu konuya. Önce altdizi kavram›n› iflleyelim.

Olgu 20.13. [Teorem 12.1, 12.2, 12.3]
a) Temel bir dizinin her altdizisi temeldir.

b) Yak›nsak bir dizinin her altdizisi yak›nsakt›r ve her iki di-

zi de ayn› limite yak›nsarlar.

c) Temel bir dizinin bir altdizisi yak›nsaksa dizinin kendisi

de yak›nsakt›r ve her iki dizi de ayn› limite yak›nsarlar.

Temel Dizilerde Bölme. C(R) halkas›n›n bölme alt›nda “ola-

bildi¤ince” kapal› oldu¤unu kan›tlamak için birkaç temel olguya

ihtiyac›m›z var.

Olgu 20.14 [Teorem 11.11]. (xn)n #$C(R) ise ve her xn teri-

mi 0’dan farkl› ise ve (xn)n dizisi 0’a yak›nsam›yorsa, o zaman

(1/xn)n dizisi de C(R)’dedir. Bir baflka deyiflle, C(R)’nin tersinir

elemanlar› kümesi,

C(R)* = {(xn)n #$C(R)  \ Y 0(R) : her n için xn % 0}

dir.

Her temel dizinin yak›nsak oldu¤u s›ral› halkalara (ya da ci-

simlere) tam halka (ya da tam cisim) denir.

Teorem 20.15. R s›ral› bir cisim olsun ve flu özelli¤i sa¤la-

s›n:

Bofl olmayan ve üstten s›n›rl› her altkümenin bir en

küçük üsts›n›r› vard›r.

O zaman R Arflimet cismidir ve tamd›r.
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Kan›t: Benzer özellik en büyük alts›n›r için de geçerlidir.

(Neden?) ‹lk olarak, üstten s›n›rl› her artan dizinin bir limiti ol-

du¤unu kan›tlayal›m. (an)n böyle bir diziolsun. s bu dizinin en

küçük üst s›n›r› olsun.  > 0 olsun. s en küçük üsts›n›r oldu¤un-

dan ve s !  < s oldu¤undan s !  bir üsts›n›r de¤ildir. Demek ki

bir N için,

s !  < aN

olur, yani her n > N için,

s !  < aN < an ≤ s

olur. Dolay›s›yla her n > N için |s ! an| <  olur. ‹stedi¤imizi ka-

n›tlad›k. Bundan, her s›n›rl› monoton dizinin yak›nsad›¤› ç›kar.

fiimdi herhangi bir (an)n temel dizisi alal›m. Teorem 12.4’e

göre bu dizinin monoton bir (bn)n altdizisi vard›r. Olgu 20.11’e

göre (an)n dolay›s›yla (bn)n s›n›rl›d›r. Yukardaki kan›tlad›¤›m›-

za göre (an)n yak›nsakt›r. Olgu 20.13.c’ye göre (an)n dizisi de

yak›nsakt›r. Demek ki R bir tam halkad›r.

(1/n)n dizisi azalan ve alttan s›n›rl› oldu¤undan, (1/n)n dizi-

nin de limiti vard›r. Teorem 20.3’e göre R bir Arflimet cismidir.

Teorem kan›tlanm›flt›r. n

Böylece Teorem 17.1’i bir kez daha kan›tlayabiliriz.

Sonuç 20.16.  bir Arflimet cismidir ve tamd›r.

Kan›t: Teorem 20.15 ve 19.2’den ç›kar. n

Temel dizi ile Cauchy dizisi aras›nda önemli bir fark vard›r.

 ’de (ve bir anlamda !’da da) bu fark kaybolur. Fark, metrik

uzaylar konusu bilindi¤inde daha iyi anlafl›lacakt›r. Cauchy di-

zisi kavram›nda, her zaman halka kavram›n›n özünde olmayan

ve  ’de de¤er alan bir “metrik” ya da “mesafe” kavram› vard›r.

Temel dizi kavram› için ise halkan›n d›fl›na ç›kmak gerekme-

mektedir.
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