20%*, Sirali Halkalarda Yakinsaklik
ve Tamlik

Terimleri bir X kiimesinden gelen bir diziye X-dizisi adini
verelim. X-dizilerinden olusan kiimeyi & (X) ile gosterelim.

Sirali bir halkanin bir r eleman icin, lrl elemani, max{r, —}
olarak tanimlanir ve adina 7’nin mutlak degeri denir. Mutlak
deger tahmin edilen tim 6zellikleri saglar.

Tamm. R sirali bir halka olsun. (x,,),, € Y (R) ve a € R ol-
sun. Eger her pozitif € € R igin,
n>N=lx,—al<¢
onermesini saglayan bir N dogal sayisi varsa, o zaman, (x,,),,
dizisi (n sonsuza giderken) a’ya topolojik yakinsar ya da a,
(x,,),, dizisinin topolojik limitidir denir.

Eger R = Q ya da R ise, bu ders notlarinda daha 6nce tanim-
lanandan degisik bir kavram elde etmeyiz. Bu ylizden “topolo-
jik” nitelemesini kullanmayacagiz.

Aslinda x,, terimleri ve a elemani bir bagka halkada da ola-
bileceklerinden, “yakinsar” yerine “R’de yakinsar” dememiz
daha dogru olur. Ilerde bu ufacik ayrimin énemi olacak.

Demek ki (x,,), dizisinin a’ya yakinsamasi i¢in, her pozitif
¢ € R elemani i¢in 6yle bir N dogal sayisi bulmaliyiz ki, N’den
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buytik her 7 gostergeci igin,
Ix, —al <
esitsizligi dogru olsun. Bir baska deyisle, (x,,),, dizisinin a’ya ya-
kinsamasi demek, her € > 0 i¢in,
{n e N:lx, —al>¢}
kiimesinin sonlu olmasi demektir.

Bir elemana yakinsayan dizilere yakmsak diziler denir. Yakin-
sak olmayan dizilere de wraksak diziler denir. Ama dikkat: Bir di-
zinin yakinsaklig1 R halkasma gore degisir. Ote yandan R < § ise
ve x,,, a € R ise, S’de yakinsaklik R’de yakinsaklig gerektirir.

Bundan boyle R herhangi bir sirali cismi simgeleyecek?!. Bir-
cogunu Q siral cismi i¢in kanitladigimiz sonuglari bu béliimde
herhangi bir sirali cisme genellestirecegiz. Genel kanit, Q icin
yaptugimiz 6zel kanita ¢ok benzediginde 6zel kanita gonderme
yapip genel kaniti okura paslama hakkini sakli tutacagiz. Iste bu
hakki kullandigimiz 6rnek bir 6nerme:

Olgu 20.1. Zamanla sabitlesen bir dizi zamanla sabitlestigi
elemana yakimnsar.

Simdi iki dogal ve 6nemli soru soralim:

1) Sirali bir cisimde bir dizinin limiti (eger varsa tabii) biri-
cik midir?

2) R’nin (1/n),, dizisi illa 0’a yakinsar m1? (R’deki 7’nin an-
lami i¢in bkz. Bolum 6A.5: n = ny.)

Birinci sorunun yaniti olumlu:

Onsav 20.2. Swral: bir cisimde bir dizinin limiti, eger varsa,
biriciktir.

1 Sirali halkalarda sifirb6len olamayacagindan, sirali halkalarin boliim cisimleri vardir
(bkz. Ek 1) ve boliim cisimleri de (tahmin edilecegi bicimde) siralanabilirler. Yani sirali
halkalardan sézetmek yerine sirali cisimlerden sozetmekle herhangi bir genellik kaybet-
meyiz. Sirali halkalar igin kanitlanmak istenen 6nerme, halkanin bolim cismine gecip
orada kanitlanir ve sonra halkaya geri doniilmeye caligilir.
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Kanit: Sirali cisme R diyelim. Hem a hem de b elemanlarina
yakinsayan bir (x,,),, dizisi ele alalim. a = b esitligini kanitlaya-
cagiz. a # b esitsizligini varsayalim. ¢ = la — bl/2 olsun. (x,,),, di-
zisi a’ya yakinsadigindan, 6yle bir Ny vardir ki, her # > Ny do-
gal sayisi icin,

Ix,—al <e
esitsizligi dogrudur. Ayni nedenden, 6yle bir N, vardir ki, her
n > N, dogal sayisi icin,
Ix, — bl <¢
esitsizligi dogrudur. Simdi 7 hem N{’den hem de N,’den biuyiik
herhangi bir dogal sayisi olsun. Su hesabi yapalim:
la—bl =l(a—-x,) + (x,-b)l <la—-x,| +Ix, - bl
=la-x,l+1b-x,)<e+e=2e=la-0bl,
yani la — bl < la — bl. Bu da bariz bir ¢eliskidir, bir eleman ken-
dinden kugciik olamaz! O

Bu 6nsava dayanarak, lim,,_,, x, = a yazihmini herhangi bir
karmasaya neden olmadan kullanabiliriz.

Arsimet Cisimleri. Ikinci sorumuzu olumlu yanitlamaya ¢a-
ligalim. Bakalim basarabilecek miyiz?
R’den herhangi bir & > 0 alalim. Oyle bir N dogal say1s1 bul-
mak istiyoruz ki, her # > N i¢in
[1/n -0l < ¢
olsun, yani 1/z < g, yani ne > 1 olsun. Sirali bir cisimde oldugu-
muzdan Ne > 1y esitsizligini saglayan bir N bulmak yeterli,
ciinkii oyle bir 7z bulundu mu, her 7z > N i¢in,
e<1/N<1/n
olur. Demek ki soru su:
Verilmis berbangi bir pozitif € € R icin, Ne > 1 esitsiz-
ligini saglayan bir N dogal sayist var midir?
Bu 6zelligi amimsiyor olmalisiniz. Q’niin bu 6zelligi sagladigin
Teorem 6.11°de kanitlamistik. Ama her sirali cismin bu 6zelligi
saglamadigini Ek 3’te gorecegiz.
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Tamim. R swrali bir cisim olsun. Eger her pozitif € € R icin,
Ne > 1 esitsizligini saglayan bir N dogal sayisi varsa R’ye Ar-
simet cismi adi verilir. (Bu durumda, bir N dogal sayisi icin Ng
bi¢iminde yazilan elemanlar sadece 1’i degil, R’nin her elema-
nini asarlar. Neden?)

Farkina varmigsinizdir, yukarda su teoremi kanitladik.

Teorem 20.3. Sirali bir cisimde (1/n),, dizisinin limitinin 0
olmasi icin gerek ve yeter kosul cismin Arsimet cismi olmasidir.

Arsimet olmayan bir R cisminde 6yle € elemanlar1 vardir ki,
her 7 dogal sayisi icin nlel < 1°dir, yani lel ve katlar1 higbir za-
man 1’i gegemez. Bu tiir elemanlara sonsuz kiiciik elemanlar ya
da enfinitezimaller denir. O bir sonsuz kiiciiktiir. 1 sonsuz ki-
cuk degildir. Sonsuz kiigiik elemanlar kiimesi toplama, ¢ikarma
ve carpma altinda kapalidir (neden?) ama bolme altinda kapali
degildir elbet.

Peki, sirali bir cisimde (1/#),, dizisi 0’dan baska bir elemana
yakinsayabilir mi? Bakalim... Diyelim dizi o’ya yakinsadi. De-
mek ki € > 0 ne olursa olsun, 6yle bir N vardir ki, her # > N i¢in,

1/n—oal <e¢
olur, demek ki
a—e<lm<a-+e. (1)
n yerine n + 1 alirsak,
a—e< l/(n+l) <a+eg
buluruz. Bundan da

—a—¢g<-1/(n+l) < —a +&. (2)
esitsizlikleri de gegerlidir. (1) ve (2)’yi altalta toplarsak,
—£< L g
2n(n+1)

buluruz. Son esitsizlikten de €’un sonsuz kiiciik olamayacagi ¢i-
kar. Demek ki gu pozitif bir sonsuz kiigik secemeyiz, yani



20%*. Siralt Halkalarda Yakinsaklik ve Tamlik 413

R’de tek sonsuz kiicitk Og’dir. Yani R Arsimet cismidir. Dola-
yistyla Teorem 3’e gore (1/n),, dizisi 0’a yakinsar ve Onsav 2’ye
gore a = 0°dir. Su teoremi kanitladik.

Teorem 20.4. Siral bir cisimde (1/n),, dizisinin limitinin ol-
mast icin gerek ve yeter kosul, cismin Arsimet cismi olmasidir.
Bu durumda dizinin limiti O olmak zorundadir.

Yakinsak Diziler Halkasi. Bu paragrafta yakinsak dizilerle
neler neler yapabilecegimizi gorecegiz.

Terimleri sirali bir R cisminden alinan yakinsak diziler kii-
mesini 7/(R) ile gosterelim. Standart islemler 7/(R) kiimesi tize-
rine de tanimhdir.

Olgu 20.5 [Teorem 9.1, 9.2, 9.3, 9.8]. 7/(R) kiimesi topla-
ma, ¢tkarma ve carpma altinda kapalidir, yani iki yakinsak di-
zinin toplamu, farki ve carpumi da yakinsaktir. Sabit 0 dizisi s(0)
ve sabit 1 dizisi s(1) de 7/(R)’de olduklarimdan, 7/(R), Y (R) nin
bir althalkasidir. Dahas,

lim, . (x,%y,)=lm, , x,+lim, . v,
lim,,_yo, (x,,,) = (im0 x,,)(limy,_yo, 3,,),
olur. Ayrica eger (y,), dizisinin her terimi 0’dan degisikse ve
lim, ., v, # 0 ise, 0 zaman (x,/y,),, dizisi de yakinsaktir ve
lim,, ., (x,/y,) = (lim,_, (x,,))/(lim,,_,. (,,))
olur.

Yukardaki olguyu, “limit alma islemi toplamaya, ¢ikarmaya,
carpmaya ve bolmeye saygi duyar” olarak da ifade edebiliriz.
Limit alma iglemi siralamayla da uyumludur:

Olgu 20.6 [Onsav 9.6]. (x,,), ve (v,), dizileri sirastyla a ve
b’ye yakinsasinlar. Eger belli bir gostergecten sonra hep (ya da
sonsuz defa) x,, 2 vy,, esitsizligi saglaniyorsa, o zaman a 2 b’dir.
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Bir sonraki sonu¢ uygulamada ¢ok yararl olan ve sik sik
bagvurulan bir teoremdir.

Teorem 20.7 [Sandvi¢ Teoremi, Teorem 9.10]. (x,,),,, (v,,),,
ve (z,,), ti¢ dizi olsun. x,, <y, <z, esitsizlikleri belli bir M gos-
tergecinden sonra dogruysa (aslhinda sonsuz defa dogruysa) ve
(x,,),, ve (z,), dizileri aym elemana yakinsiyorsa, (y,,),, dizisi de
bu elemana yakinsar.

0’a Yakimsayan Diziler. 0’a yakinsayan diziler kiimesine
20(R) adinm verelim.

Sonug 20.8. 7 (R) kiimesi toplama, ¢itkarma ve ¢carpma al-
tinda kapalidir. Sabit O dizisi s(0)’yi icerir ama sabit 1 dizisi
s(1)’yi icermez.

Kanit: Olgu 20.5’in dogrudan bir sonucudur. H

20(R) kimesi ¢arpmanin etkisiz eleman olan s(1)’yi icerme-
diginden bir halka olmaz. Ama #/(R)’nin birkag paragraf son-
ra sozedecegimiz bir bagka onemli 6zelligi vardir.

Sinirlt Diziler Halkasi. Sinirli R-dizileri kiimesini ¢3(R) sim-
gesiyle gosterecegiz. 93 (R) kiimesi toplama, ¢ikarma ve ¢arpma
altinda kapalidir ve bunun kaniti olduk¢a kolaydir.

Olgu 20.9 [Onsav 7.1]. %(R), D (R)’nin bir althalkasidir,
yani 98(R) kiimesi toplama, ¢tkarma ve carpma altinda kapali-
dir ve s(0) ve s(1) sabit dizilerini icerir.

Olgu 20.10 [Teorem 9.4|. Yakinsak bir dizi simirlhidir. Yani
Y (R) < B(R). Dolayistyla 7/(R), %8(R) nin bir althalkasidr.
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Simdilik
20(R) < 7(R) < B(R) < D(R)
iligkilerini kanitladik. Daha neler neler olacak.

Temel R-Dizileri Halkasi. Kesirli temel dizileri de genellesti-
rebiliriz:

Tanmim. (x,)),, bir R-dizisi olsun. Eger R’nin her pozitif € > 0
elemani icin,
her n, m > N igin |x,, — x,,| < €
esitsizliginin saglandig: bir N dogal sayist varsa, o zaman (x,,),,
dizisine temel R-dizisi denir.

Temel diziler kiimesine ¢(R) adin1 verelim.

Olgu 20.11 [Teorem 11.1 ve 11.2]. Yakinsak diziler temel
dizilerdir ve temel diziler simirhidir. Yani 7/(R) < C(R) < %(R).

Ama yukarda 6rnegini verdigimiz gibi, her temel dizi yakin-
sak degildir. (Ote yandan ilerde gorecegimiz iizere, gercel sayi-
larda her temel dizi yakinsaktir.) Ve elbette her sinirli dizi temel
degildir.

G(R) de aynen 7/(R), %(R), Y(R) gibi toplama, ¢ikarma,
carpma, ve ¢ikarma altinda kapalidir:

Olgu 20.12 [Teorem 11.3, 11.4 ve 11.5]. ¢(R) kiimesi top-
lama, ¢tkarma ve carpma altinda kapalidir, yani iki temel dizi-
nin toplanu, farki ve carpimu da temeldir. Demek ki, s(0) ve s(1)
dizileri de G(R)de oldugundan, G(R) bir halkadir, 98(R)’nin bir
althalkasidir.
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Boylece artik
Z(R) € ZAR) < G(R) < B(R) < H(R)
iligkilerini biliyoruz.
O(R) halkasi bolme altinda da “olabildigince” kapalidir. Bi-
razdan gelecegiz bu konuya. Once altdizi kavramini isleyelim.

Olgu 20.13. [Teorem 12.1, 12.2, 12.3]

a) Temel bir dizinin her altdizisi temeldir.

b) Yakmnsak bir dizinin her altdizisi yakinsaktir ve her iki di-
zi de aymi limite yakinsarlar.

c) Temel bir dizinin bir altdizisi yakinsaksa dizinin kendisi
de yakmmsaktir ve ber iki dizi de aymi limite yakinsarlar.

Temel Dizilerde Bolme. ¢(R) halkasinin bolme altinda “ola-
bildigince” kapali oldugunu kanitlamak icin birkag temel olguya
ihtiyacimiz var.

Olgu 20.14 [Teorem 11.11]. (x,,),, € C(R) ise ve ber x,, teri-
mi O0’dan farkl ise ve (x,), dizisi 0’a yakinsamiyorsa, o zaman
(1/x,,),, dizisi de G(R)’dedir. Bir baska deyisle, G'(R) nin tersinir
elemanlar: kiimesi,
G(R)* ={(x,), € G(R) \ %/ oR) : her n icin x,, # 0}
dir.

Her temel dizinin yakinsak oldugu sirali halkalara (ya da ci-
simlere) tam halka (ya da tam cisim) denir.

Teorem 20.15. R swrali bir cisim olsun ve su ozelligi sagla-
sin:
Bos olmayan ve iistten simirly her altkiimenin bir en
kiiciik distsinir: vardir.
O zaman R Arsimet cismidir ve tamdir.
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Kanit: Benzer oOzellik en buyuk altsinir icin de gecerlidir.
(Neden?) Ilk olarak, iistten sinirli her artan dizinin bir limiti ol-
dugunu kanitlayalim. (a,,),, boyle bir diziolsun. s bu dizinin en
kuigiik tist sinirt olsun. & > 0 olsun. s en kiigiik tstsinir oldugun-
dan ve s — € < s oldugundan s — ¢ bir tstsinir degildir. Demek ki
bir N igin,

s—e<ay
olur, yani her » > N igin,
s—e<an<a,<s
olur. Dolayisiyla her 7 > N igin Is — a,| < ¢ olur. Istedigimizi ka-
nitladik. Bundan, her sinirli monoton dizinin yakinsadig: ¢ikar.

Simdi herhangi bir (a,,),, temel dizisi alahm. Teorem 12.4’¢
gore bu dizinin monoton bir (b,,),, altdizisi vardir. Olgu 20.11’e
gore (a,,),, dolayisiyla (b,,),, sinirhdir. Yukardaki kanitladigimi-
za gore (a,,),, yakinsaktir. Olgu 20.13.c’ye gore (a,,), dizisi de
yakinsaktir. Demek ki R bir tam halkadir.

(1/m),, dizisi azalan ve alttan sinirl oldugundan, (1/z),, dizi-
nin de limiti vardir. Teorem 20.3’e gore R bir Arsimet cismidir.

Teorem kanitlanmugtir. [

Boylece Teorem 17.1°1 bir kez daha kanitlayabiliriz.

Sonug 20.16. R bir Arsimet cismidir ve tamdir.
Kanit: Teorem 20.15 ve 19.2°den ¢ikar. ]

Temel dizi ile Cauchy dizisi arasinda onemli bir fark vardir.
R’de (ve bir anlamda Q’da da) bu fark kaybolur. Fark, metrik
uzaylar konusu bilindiginde daha iyi anlagilacaktir. Cauchy di-
zisi kavraminda, her zaman halka kavraminin 6ztinde olmayan
ve R’de deger alan bir “metrik” ya da “mesafe” kavrami vardir.
Temel dizi kavrami igin ise halkanin digina ¢ikmak gerekme-
mektedir.



