10. Yakinsaklik/Traksaklik Ornekleri

u bolimde bir¢ok yakinsak ve iraksak dizi 6rnegi verecegiz. En
kolay iraksak dizilerden baslayalim.
0,1,2,3,4,..
dizisi elbette 1raksaktir, yani hicbir kesirli sayiya yakinsamaz,
cunkii dizi sinirh degildir (Teorem 9.4). Ama bunu tanimi kul-
lanarak kanitlayalim, faydasini gorecegiz.

Once yakinsakhigin tanimini animsayalim: (x,,), dizisinin
bir a (kesirli) sayisina yakinsamasi i¢in, her € > 0 igin,

{n:lx,—al>c¢}
kiimesi sonlu olmasi gerekir. Demek ki dizinin iraksak olmasi
icin yukardaki 6zelligin her a € Q icin yanhs olmas: gerekir,
yani her a € Q igin, 6yle bir € > 0 olmal ki,

{n:lx,—al>c¢)
kiimesi sonsuz olsun.

Iraksakligin tanimini boylece daha matematiksellestirdikten
sonra, 0, 1, 2, 3, ... dogal say1 dizisinin iraksak oldugunu mate-
matiksel olarak kanitlayalim. Burada, x,, = # olarak almaliyiz el-
bette. Herhangi bir a ve € > 0 alalim. Aslinda ¢ rastgele olmak zo-
runda degil ama bu 6rnekte rastgele bir ¢ isimizi goriir. Dileyen
okur € = 1 alabilir. Bir N dogal sayisi i¢in N > a + ¢ esitsizligi dog-
rudur (Arsimet Ozelligi, Teorem 6.11). Demek ki, her 7z > N igin,

x,=n=2N2=a+¢g,
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yani
x,—a=¢g>0.
Dolayisiyla,
N,N+1,N+2,N+3, ..

sayilarinin hepsi {7 : |x,, — al > €} kiimesindedir ve bu kiime son-
suzdur. Dogal say1 dizisinin iraksak oldugu kanitlanmistir.

Simdi de

1,-1,1,-1,1, -1, ..

dizisinin 1raksak oldugunu kanitlayalim. Bu dizi, x,, = (-1)” for-
miililyle tamimlanabilir. Herhangi bir a alalm. Egera=1isee =1
alalim, o zaman biittin ¢ift sayilarin {7 : Ix,, — al > €} kiimesinde ol-
dugu goruliir. Eger a = —1 ise gene € = 1 alalim, bu kez biitiin tek
sayilar {n : |x,, — al > &} kiimesindedir. Eger a # +1 ise, 0 zaman &,
la + 11/2 ve la — 11/2 sayilarinin en kiictigii olsun. Bu sefer her do-
gal say1 {n : Ix, — al > &} kiimesindedir.

Alistirmalar
10.1. A < Q sonlu bir kiime olsun. Her 7 € N i¢in, x,, € A
olsun. (x,,), dizisinin yakinsak olmasi i¢in dizinin zamanla sa-
bitlesmesi gerektigini kanitlaymn.
10.2. Her #n € N i¢in, x,, € Z olsun. (x,,), dizisinin yakinsak
olmasi i¢in dizinin zamanla sabitlesmesi gerektigini kanitlayin.

Simdi verilmis bir x i¢in,
x, +2
x, +1

Xn+1 =

formiiliiyle tanimlanan dizinin kesirli sayilarda yakinsak olama-
yacagini kanitlayalim. Diyelim dizi a kesirli sayisina yakinsiyor.
Dizinin karesinin 2’ye yakinsadigim “V2’ye Yakinsamak Iste-
yen Bir Dizi” yazisinda gormistiik. Demek ki,

a? = (lim x,)? = lim x,2 = 2.
Ama karesi 2 olan bir kesirli say1 yoktur. Celigki. Demek ki bu
dizi kesirli sayilarda yakinsamaz.
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Dikkat ederseniz, bu 6rnekte dizinin yakinsak olmadigini da-
ha onceki 6rneklerdeki gibi gostermedik, Teorem 9.3 gibi giicli
bir sonug¢ kullandik. Ciinkii bu dizi yakinsak dizilere ¢cok benzer
ve dizinin raksakliginin daha onceki gibi dogrudan bir kaniti
yoktur.

Yakinsak dizi 6rneklerine gecelim.

Gegmiste (1/n),, dizisinin limitinin 0 oldugunu kanitlamig-
tik. (Ama dikkat! (1/n),, dizisinin Q’de limiti 0’dir. Q \ {0} kii-
mesinde bu dizinin limiti yoktur!) Cok daha genel bir sonug ge-
cerlidir:

Teorem 10.1. p(X), q(X) € Q[X] iki polinom olsun. q¢(X) # 0
olsun. Eger deg p < deg q ise (p(n)/q(n)), dizisi yakinsaktir.
Eger deg p < deg q ise

lim, ., p(n)q(n) = 0
olur. Eger deg p = deg q ise ve a ve b sirasryla p ve q polinom-
larunin baskatsayisiysa,
lim,_, p(n)/q(n) = alb
olur. Eger deg p > deg q ise dizi wraksaktir.
Kamt: deg p = d, deg g = e olsun. p ve g polinomlarini,

p(X) = po + p1X + P2 X2 + -+ pgX9,

q(X) = qo+ @1 X + ¢ X% + -+ + 4. X°
olarak yazalim. Burada p;=a # 0 ve q, = b # 0’dur.

d < e varsayimi altinda p(n)/q(n) ifadesinin payini ve payda-
sint 7¢’ye bolelim:

pir) _ po + Pyt + ...+ pyn’
9n) gy +qn+...+qn°

po/ﬂe +p1/ﬂe_1 +... +pd/ne_d

Cqoln® g nt T o vq, In+q,

Eger e > d ise payin tiim p;/n¢~ terimlerinin limiti 0°dir; pay-
danin limiti ise g,’dir; dolayisiyla limit 0/q, = 0°dur.
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Eger e = d ise payin limiti p; = a’dir; paydanin limiti ise ge-
ne q, = b’dir; dolayisiyla limit a/b’dir.

Eger e < d ise, 0 zaman yukarda goruldigu gibi,

lim, ., q(n)/p(n) = 0

olmali. ((g(n)/p(n)),, dizisini p(n)’nin artik 0 olamayacagi n’den
baglatalim, acik agik soylemedik ama (p(n)/g(n)), dizisi de
q(n)’nin 0 olamayacag: n’den bashyor.) Eger (p(n)/q(n)),, dizisi-
nin limiti olsaydi, 0’la bu dizinin ¢arpimi 1 olmak zorunda
olurdu! Demek ki (p(n)/q(n)),, dizisinin limiti olamaz. O

(r),, biciminde yazilan bir diziye geometrik dizi denir. Ge-
ometrik dizilerin yakinsakligina karar vermek oldukga kolay:

Teorem 10.2. r bir kesirli sayrysa (1), dizisi ancak r € (-1, 1]
iken yakinsak olabilir. Eger r = 1 ise limit 1’dir. Eger r € (-1, 1)
ise limit 0’dur.

Kamnit: Eger limit varsa, limitin 0 ya da 1 olmasi gerektigi soy-
le anlagilir: Oncelikle (77), ve (#*+1), dizilerinin kuyruklari ayni
oldugundan, ikisinin de limiti aynidir, dolayisiyla limite a dersek,

a = lim, ., 7 = lim,_,, ! = rlim,_,, 7 = ra.
olur. Demek ki a = ra ve eger a # 0 ise r = 1 = r. Ama bu akil
yurtitme limitin oldugunu gostermez.

Teoremin kanitinda su 6nsava gereksinim duyacagiz:

Onsav 10.3 Eger s > —1 ise, her n dogal sayisi icin,
(1+s)"21 + ns.

Onsavin Kanitr: Eger # = 0 ise esitsizlikten de 6te bir esitlik
sozkonusu. Simdi esitsizligi 7 i¢in varsayip 7 + 1 i¢in kanitlaya-
lim. Asagidaki kanitta 1 + s > 0 esitsizligini kullandigimiza dik-
kat etmelisiniz:

(1 +s)m 1= (1 +s)(1 +s)=(1+ns)(l+s)
=1+ (n+l)s + ns2 > 1 + (n+1)s.
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Olgu kanitlanmigtir. Eger s > 0 ise ayn1 olguyu binom acili-
mini kullanarak, ¢ok daha basit olarak

(1+s)" =1+ns+(§]sz+---+s” >1+mns

tek satirda da kanitlayabilirdik.

Teoremin kanitina devam edelim. r € (-1, 1) olsun.
lim, ,,, 7 =0
esitligini kanitlayacagiz. Eger = 0 ise, kanitlayacak fazla bir sey
kalmriyor, bundan boyle 7’nin 0 olmadigini varsayalim. ¢ > 0 ol-
sun. s = —1 + 1/l7l olsun. Tabii ki s > —1. (Hatta s > 0.) Buradan
I =1/(1 +s)
cikar. N dogal sayisi,
1/s < Ne
esitsizligini saglasin (Arsimet Ozelligi). Simdi, her 7 > N igin,

T ( 1 j” 1
1+s (1+s)"
1 1 1
< <—<—<g
l+ns mns s
lim,_, 7 = 0 esitligi kanitlanmugtir.

Simdi 7’nin 1’den buyiik oldugunu varsayalim.s=1-7>0
olsun. O zaman Onsav 10.3 ve Arsimet Ozelligi’ne gore
(), = (1+s)"),,
dizisi sinirh degildir, dolayisiyla yakinsak olamaz (Teorem 9.4).
Eger r < —1 ise, n = 2m cift oldugunda, " = 127 = (r2)m sa-
yilar1 bir 6nceki paragrafa gore ustten sinirli degildirler. Dola-
yistyla (#7),, dizisi sinirli degildir ve yakinsak olamaz. (]

Eger (heniiz ingsa etmedigimiz) R elimizde olsaydi, Teorem
10.2’yi ¢cok daha basit bicimde kanitlayabilirdik.

Simdi de geometrik dizinin elemanlari toplayarak elde etti-
gimiz,
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s =1,

s;=14+r,
s5=1+7+72
sy=1l+7r+712+73,

Sy=l+r+r2 41341,
dizisine bakalim. Bu dizinin limiti analizde ¢ok ¢ok temeldir.

Teorem 10.4. r bir kesirli say: olsun. Yukarda tanimlanan
(s,), dizisi ancak ve ancak r € (-1, 1) iken yakinsak olabilir ve
bu durumda limit

1
1-r
dir.
Kanit: Eger 7 # 1 ise,
1— rn+1
o= 1-7

esitligini gecmiste kamtlamistik. Dolayisiyla eger r € (-1, 1) ise
sonug bir onceki teoremden ¢ikar. Eger r = 1 ise, s, = n oldu-
gundan, dizi sinirli degildir ve iraksar. Yukardaki formiil, eger
7, (=1, 1] araliginda degilse dizinin sinirh olamayacagini, dola-
yistyla yakinsak da olamayacagini gosteriyor. [l

Ornek 10.5. Son olarak, her 7 € Q igin,
n! =0

esitligini kanitlayalim. Alistirma 9.4.2’ye gore, r yerine |7l ala-

hmn—)oo

rak r > 0 varsayimini yapabiliriz. x,, = #/n! > 0 olsun. ¢ > 0,
herhangi bir kesirli say1 say1 olsun. L, #’den buyuk herhangi bir
dogal say1 olsun. Her k dogal sayisi igin,

k
,
Xpsk S xL(L +1j

esitsizligini k tizerine timevarimla kanitlayalim. k& = 0 ise esitlik
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sozkonusu. Simdi esitsizligi k i¢in varsayip k + 1 igin kanitlayalim:

1’L+k+1 ~ 7,L+Ie ’

Mkl = N L+ k) Lrk+1

—x r <x r k r
TR T k1T M L+1) Lrk+1

k k+1
Mo+t \L+1) M L+1) o

Esitsizligi kanitladik. Ama 0 < #/(L + 1) < 1 ve Teorem 2’ye
gore yukardaki esitsizligin en sagindaki terimin k sonsuza gider-
ken limiti 0’dir. Demek ki 6yle bir K vardir ki, her k£ > K igin,

k
r €
< —
(L‘f‘lj X1

esitsizligi gecerlidir. Simdi N = K + L olsun. Her # > N i¢in, k =

n— L > K tanimiyla,
X, =X <x T k <x Lo €
n = XLk SXL T Loy
elde ederiz. Istedigimizi kanitladik... H

Pek kolay olmadi degil mi? Evet, limit bulmak her zaman
kolay degildir, hatta bazen ¢ok ¢ok zor olabilir. Ozellikle eger
elimizde R gibi gii¢lii bir cisim yoksa.

Okur, hakli olarak yukardaki kaniti nasil disindtiguimiizu
sorabilir. Yillarin deneyimi elbette...

Kaniti nasil yaptigimizi anlatmaya ¢aligalim.

x,.1 ile x,, arasinda c¢ok basit bir iligki var:

A r "’ 7

Xy =————=——— = —— X,
LT e ) nln! n+l "
Bunu bir adim daha goturiirsek,

r r r

Xpsy) =——=Xp 1 =—— x
" n+2 " n+2n+1

n
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elde ederiz. Ama buradan da,

r r r Y
X0 = —x, < x
" n+2n+1" (n+1j "

elde ederiz. Bu asamada,

k
.
Xpsk S (m] Xy

esitsizligini tahmin edip kanitlamak zor degil. Eger »’yi yeterin-
ce buyiik segersek,
;
n+1

sayist 1’den kiiciik olur ve Teorem 10.2’ye gore esitsizligin sag
tarafi k buyiidiikce kiigtiliir. Bizim istedigimiz de buydu zaten.
Gerisi, okurun ustalagmasi gerektigi teknik ayrinti.
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1. Su limitleri bulun:
limn_m (1 + 72 F oo 4 7-211)’
r21/n)

2. lim,, _, , 77" limiti hangi ler igin vardir ve kactir? Ipucu:

Teorem 10.2°de kullanilan yontemi deneyin, yalniz oradaki ol-
gu yerine, her s > 0 igin,
(1 +8)">1+ ns+n(n=1)s2/2

esitsizligini kullanin.

3. Sabit bir k dogal sayisi icin ayni soruyu (rkr?),, dizisi igin
yanitlayin.

4. lim, ., (1 +1/2+1/4+ - +1/27) =1 ve

lim, ., (1/2 = 1/4 + -+ + (=1)+1/27 = 1/3

esitliklerini kanitlayin.

5.1+ 1/2 + 1/3 + -+ + 1/n dizisinin sinirsiz oldugunu, do-
layisiyla iraksak oldugunu kanitlayin.

6. Her n igin, 1/12 + 1/22 + -+ + 1/n% < 2 esitsizligini kanutla-
yin. Ipucu: 2 yerine 2 - 1/z alin!

7. Her n icin, (1 + 1/n)" < 3 esitsizligini kanitlayin.

(1 + 1ny),

dizisinin artan bir dizi oldugunu kanitlayin.
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8. Her # icin x,, # 0 ve sabit bir r € (0, 1) i¢in, |x,,,/x,| <7
olsun. lim,_,, x, = 0 esitligini kanitlayin.

9. (a,), herhangi bir dizi olsun.

Sp,=dy+ay+ - +a,
olsun. Eger (s,,),, dizisi yakinsaksa, (a,,), dizisinin 0’a yakinsadi-
g kanitlayin.
10. Bir # > 0 tamsayisi igin,
v(n) = max{m : 2 < n}
olarak tanimlansin. lim,,_,, v(n)/n = 0 esitligini kanitlayn.

11. (x,,), dizisi a’ya yakinsasin. p(X) € Q[X] bir polinom
olsun. (p(x,)), dizisinin p(a)’ya yakinsadigin1 gosterin.

12. (x,,),, dizisi a’ya yakinsasin. p(X), g(X) e Q[X] iki poli-
nom olsun. g(a) # 0 olsun. (p(x,)/q(x,)), dizisinin p(a)/q(a)’ya
yakimsadigini gosterin. Not: g(x,) = 0 oldugunda boélmede so-
run olacaktir ama bu bas edemeyecegimiz bir sorun degildir:
q(a) # 0 oldugundan, g(x,)’nin 0 oldugu 7 gostergeclerinin sa-
yist sonlu olmalidir. Dizi, g(x,)’nin 0 oldugu gostergeglerden
sonra baglasin.

13. Eger (x,,), dizisi yakinsaksa ve her n i¢in x, # O ise,
(x,/%,,1), dizisinin 1’e yakisadigini kanitlayin!

14. Yukardaki alistirmaya karsiornek bulun! Kanitta nerde
hata yaptiginizi bulun. Kanitlanmasi gereken dogru sonucu ya-
zin. (x,/x,,), dizisi hakkinda ne diyebilirsiniz? (Bkz. Teorem
12.2.)

15. (x,,),, ve (v,), iki ayr1 limite yakinsayan iki dizi olsun.

{x,:nme N}n{y,:ne N}
kiimesinin sonlu oldugunu kanitlayin.

16. x,, ,,, = nl/(n + m) olsun.

lim (lim

X

m—»00 n—>0 n,m)

ve

lirnn—)oo (hmm—>oo xn,m)

limitlerini hesaplayin.
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17. (x,), ve (v,), iki dizi olsun.

2

X,/ eger n ciftse
- Y172 eger n tekse

olarak tanimlansin. (z,), dizisinin yakinsak olmas: icin, (x,,), ve
(v,,), dizilerinin yakinsak olmasi ve ayni sayiya yakinsamalarinin
gerek ve yeter oldugunu kanitlayin.

18. lim,,,, a,% = 0 ise, (a,), dizisinin limiti mutlaka olmal:
mudir?

19. Eger a, > 0,a >0 ise ve lim,, ,  a,2 = a2 ise,

lim, ., a,=a

esitligini kanitlaym.

20. (@2,,) 15 (@2,141),, V€ (@7,,1),, dizileri yakinsak ise (a,,),, dizi-
si de yakinsak midir?

21. g € Q olsun. lim,_, a,/n = q esitligini saglayan a, do-
gal sayilar1 var midir?



