16. Q’yii R’ye Gommek

er kesirli say1 bir gercel say1 olmali, 6yle 6grendik. Ama
Hgimdilik higbir kesirli say1 bir gercel say1 degil. Nitekim,
bir gergel say1, temel bir kesirli say1 dizisinin sinifi ve do-
layisiyla hicbir zaman bir kesirli sayi olamaz.
Kesirli sayilar kiimesi Q’den gercel sayilar kiimesi R’ye giden
i : Q - R fonksiyonunu su kuralla tanimlayalim: g € Q igin,
i(q) = [s(q)].
(s(q)’niin sabit g dizisi oldugunu animsayin.)

O =1(0) = [s(0)] i(q) = [s(q)]

i(Q), Q@ nun R’de bir “kopyast” oldugunu kanitlayacagiz.
Yani i(Q), R’nin Q’ye ¢ok benzeyen bir althalkas: olacak ve i,
dort igleme ve siralamaya saygi duyan birebir bir fonksiyon
olacak. Ayrica i(Q), R’de yogun olacak. Biitiin bunlari yavas
yavas kanitlamaya baslayalim.
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Onsav 16.1. i : Q — R dort isleme ve siralamaya saygt du-
yan birebir bir fonksiyondur: q, q' € Q icin,
i(q +q') = i(q) +i(q),
ilq—q') =1ilq) —iq'),
i(qq') = 1(q)i(q"),
i(q/q') = i(q)/i(q') (eger q' # O ise),
g<q < i(q) <iq'),

1(0) = O,
i(1) = 1.
Yani (matematiksel deyisle) i sirali bir balka gommesidir.
0 1
? 0
i
y y y R
Op g i(q)
i(q) = [s(q)]

Kanit: Birebirlik: g, ¢’ € Q i¢in, i(q) = i(q’) olsun. Demek
ki, [s(q)] = [s(q')], yani
slg=q') =s(q) —s(q") € %

ve

’

0=lim, . (s(g=9q))=q-q

veq=¢q".

Toplamaya Saygr: i(q + q') = [s(q + q')] = [s(q) + s(q')] =
[s(q)] + [s(q")] = i(q) + i(q").

Carpmaya Sayg: i(qq") = [s(qq")] = [s(q)s(q')] = [s(q)][s(q')]
= i(q)i(q").

Etkisiz Flemanlara Saygi: i(0) = [s(0)] = Og ve i(1) = [s(1)] =
1g.

Yukardakilerden 7’nin ¢ikarmaya ve bolmeye de saygi duy-
dugu ¢ikar. Bunlarin kanitin1 okura birakiyoruz.

Siralamaya Saygi: g < ¢’ olsun ve i(q) < i(q’) esitsizligini kanit-
layalim. 7 ¢ikarmaya saygi duydugundan, g’ — g yerine ¢ yazarak,
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t> 0 ise i(t) > Op,
yani,

t>0ise [s(z)] > Og
onermesini kanitlamamiz gerektigini goririiz. ¢ > 0 bir kesirli
say1 olsun. Bolim 15’teki < siralamasi tamiminda 8 = #/2 ve N
= 0 (ya da baska bir sey) alirsak, [s(#)]’nin pozitif oldugunu go-
ruruz.

Simdi #(q) < i(q'), yani [s(q)] < [s(q")] olsun ve q < q’ esitsiz-

ligini kanitlayalim. < siralamasinin tanimina gore, bir 8 > 0 ke-
sirli sayisi igin g + 8 < q'. Demek ki g < ¢'. ]

Alistirma. Her n € Z igin, i(n) = ng esitligini kanitlayimn.
ng’nin tanimi i¢in bkz Bolim 14’iin sonundaki alistirma ya da
Bolim 6A.5.

Sonug 16.2. g € Q icin, i(—q) = —i(q) ve i(lgl) = li(g)!.
Kanit: Onsav 16.1°den, g € Q igin,
i(—q) = i(0 — q) = i(0) —i(q) = Og —i(q) = — i(q),
yani i(—q) = — i(q) ¢ikar. #’nin mutlak degere saygi duydugu da
cikar:
i(lgl) = i(max{q, —q}) = max{i(q), i(—q)}
= max{i(q), —i(q)} = li(g)l.

(Bkz. Alistirma 15.2. Ikinci esitlik ©’nin siralamaya saygi duy-
masinin bir sonucudur.) [

Sonug 16.3. i(Q), R’nin bir althalkasidir ve i, Q ve i(Q) hal-
kalart arasinda bir (sirali balka) esyap: eslemesidir.

Esyap1 eslemesinin ne demek oldugunu bilmeyen okura: Ay-
nen Onsav 16.1°de sdylenenleri saglayan bir esleme demektir.

Boliimiin bundan sonrasinda #(Q) althalkasinin R’de yogun
oldugunu kanitlayacagiz.
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Teorem 16.4. i(Q) althalkas: R’de yogundur, yani herhangi
iki gercel sayi arasimda i(Q) althalkasindan bir eleman vardur.

Kanit: a < b iki gergel say1 olsun. a < i(q) < b esitsizliklerini sag-
layan kesirli bir g sayist bulmak istiyoruz. a = [(a,,),,] ve b = [(b,,),]
olacak bicimde iki kesirli temel say1 dizisi secelim. Kanitin nasil ol-
masi gerektigi konusunda bir fikir sahibi olabilmek i¢in, hayal gii-
cumiizt kullanarak a’y1 b’yi sirasiyla (a,,), ve (b,,),, dizilerini limiti
olarak gorelim.

Bulmak istedigimiz kesirli say1

a, / b,
q

a gergel sayisi ilerde burada olacak
ve (a,), dizisi a’ya yakinsayacak.

Q

b gercel sayisi ilerde burada olacak
ve (b,), dizisi b’ye yakinsayacak.

Su plani 6neriyoruz. 1) Oyle bir x kesirli sayis1 bulalim ki,
bir zaman sonra a,’ler x’ten kiigiik olsunlar. 2) Oyle bir y ke-
sirli sayist bulalim ki, bir zaman sonra b,’ler y’den biiyiik ol-
sunlar. 3) x < y olsun. 4) ¢ = (x + y)/2 alalim (x’le y’nin orta
noktasi) ve a < i(q) < b esitsizliklerini kanitlayalim.

X+y

9=

Asagidaki resim kanitin fikrini resimlemeye ¢alisiyor, o re-
simden kanit1 takip etmeye calisin.
>0

an by Q
o

/A

x=ay+d/3  y=by-3/3

a < b oldugundan, 6yle bir 8 > 0 kesirli sayis1 ve N goster-
geci vardir ki, n > N; i¢in a,, + 8 < b,, olur.
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(a,), temel bir dizi oldugundan, 6yle bir N, gostergeci var-
dir ki, n, m > N, icin la,, — a,,| < 8/3 olur.

(b,,),, temel bir dizi oldugundan, 6yle bir N5 gostergeci var-
dir ki, n, m > N5 icin 1b,, — b,,| < 8/3 olur.

Simdi N = max{Ny, N, N3} + 1 ve x = an + 8/3,y = by — 8/3
olsun. Elbette x ve y birer kesirli sayidirlar.

x=ay+d/3  y=by-3/3

n > N i¢in, a, < x esitsizligini kanitlayalim:
a,=an+a,—ay<ay+la,—ayl <ay + /3 =x.

Ve n > N i¢in, y < b, esitsizligini kanitlayalim.
b,=bx+b,—by2by—1b,— bl > by —8/3 =y.

Simdi de x < y esitsizligini kanitlayalim. Daha iyisini bile

>0
an bn
—+H HH Q
- -—
< d/3 <d/3

yapabiliriz: x + 6/3 < y esitsizligini bile kanitlayabiliriz:
y —x= (by — 8/3) — (an + 8/3)
=by—ayn—28/3>8-28/3=58/3>0.

Simdi g = (x + y)/2 olsun, yani x’le y’nin orta noktasi. a <
i(q) < b esitsizliklerini kanitlamamiz gerekiyor. Sadece a < i(q)
esitsizligini kanitlayacagiz, digeri cok benzer.

Oyle bir 8; > 0 ve M bulmaliyiz ki, her » > M igin a,, + 8; < q
olmal.

Once g — x = (y — x)/2 > (8/3)/2 = /6 esitliginin farkina va-
ralim. Simdi 8; = 8/6 ve N = M alirsak istedigimizi buluruz: Her
n > N i¢in,

a,+0 <x+d =x+086<q.
[stedigimizi kanitladik. O]
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Son olarak, daha sonra ihtiya¢ duyacagimiz bir sonug¢ ka-
nitlayalim.

Onsav 16.5. Eger (a,), azalmayan bir temel diziyse o za-
man ber n icin i(a,) < [(a,),]-

Bu sonug asagidaki daha genel 6nsavin bir sonucudur. (Ne-
den? Not: Onsav 16.5’in ifadesindeki i(a,) terimindeki 7 ile
[(a,),] terimindeki 7’lerin islevleri ayri. Birincisindeki 7 sabit
bir gostergeg, ikincisindeki ise bir degisken. Birincisini 7 ya-
parsaniz rahat edersiniz.)

Onsav 16.6. Eger (a,), ve (b,), temel dizilerse ve belli bir
gostergecten sonra a, < b, ise o zaman [(a,,),| < (b,),] olur.

Kanit: Eger ¢, = a,, — b,, alinirsa, asagidaki 6nsavin kanit-
lanmasinin yeterli oldugu gorulir. O]

Onsav 16.7. Eger (c,,),, bir temel diziyse ve belli bir goster-
gecten sonra ¢, < 0 ise o zaman [(c,),] < Og olur.

Kanit: [(c,,),] > Og varsayimini yapalim. O zaman 6yle bir
8 > 0 kesirli sayis1 vardir ki, belli bir gostergegten sonra 8 < ¢,
olur ki bu da ¢, £ 0 varsayimiyla celisir. ]
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u bolimde, R’de bir sayiya yakinsamaya meyilli her R-di-
Bzinin gercekten bir gergel sayiya yakinsadigini gosterecegiz.

Q cisminde bunun dogru olmadigini gormustiik, 6rnegin
\2’ye yakinsamak isteyen, ama V2 kesirli bir say1 olmadig icin
yakinsayamayan kesirli bir say1 dizisinin varhigimi gostermistik:
Terimleri pozitif kesirli sayilar olan 6yle bir (a,,), temel dizisi bul-
mustuk ki, karelerin limiti 2’ydi, yani lim,, .., 4,2 = 2 idi ama V2
kesirli bir say1 olmadigindan dizinin kendisi hi¢bir kesirli sayiya
yakinsamiyordu.

“R’de yakinsamaya meyilli dizi” demek, temel R-dizisi de-
mektir. Aligilmis tanim soyle: (x,,),, bir R-dizisi olsun. Eger R’nin
her pozitif € sayisi icin, N°’den buiyiik her 7, 7 > N sayisinin

lx, —x,| <€
esitsizligini sagladigi bir N dogal sayisi varsa, o zaman (x,,),, di-
zisine temel R-dizisi denir. (R’de mutlak degerin tanimi ve 6zel-
likleri i¢in bkz. Bolim 15.4, Alistirma 2.) Yani bir (x,,), gercel
say1 dizisinin temel R-dizisi olmasi icin, her pozitif € gercel sa-
yist icin, Oyle bir N gostergeci olmali ki, her 7, m > N i¢in,

lx, —x,,| <€
esitsizligi saglanmali. Eger bu tanimda R yerine Q alinirsa, te-
mel Q-dizisinin tanimi elde edilir.
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Temel R-dizilerine de matematikte geleneksel olarak Ca-
uchy dizileri denir ve biz de bu terminolojiyi kullanacagiz, ama
temel Q-dizilerine temel Q-dizileri demeye devam edecegiz.

R’de bir dizinin limitinin ne demek oldugunu da tanimlaya-
lim: (x,), bir gercel say1 dizisi ve a € R olsun. Eger her pozitif
e € R igin,

n>N=lx,—al<e¢
onermesini saglayan bir N dogal sayisi varsa, o zaman, (x,,),, di-
zisi (n sonsuza giderken) a’ya yakinsar ya da a, (x,,),, dizisinin
limitidir denir. Boyle bir diziye yakinsak dizi denir, aksi halde
diziye wraksak denir.

Alistirmalar

17.1. (x,),, x’e yakinsayan bir gercel say1 dizisiyse, (lx,l),
dizisinin IxI’e yakinsadigini gosterin.

17.2. Bir gercel say1 dizisinin en fazla bir gergel sayiya ya-
kinsayabilecegini kanitlayin. (Dolayisiyla lim,,_,, x,, = x hakki
dogar.)

17.3. Kesirli say1 dizileriyle ilgili teoremleri gercel say1 dizi-
lerine uyarlayip kanitlayin.

17.4. “lim
nitlayn.

oo 1%, = Ixl < lim,,_, x,, = x” Onermesini ka-

Su onemli ve sik sik kullanilacak kanitlarda: i(Q), R’de yo-
gun oldugundan (Teorem 16.4), tamimlardaki €’u i(Q) althalka-
sindan secebiliriz. Nitekim eger (x,,),, gercel say1 dizisi, her ¢ > Oy
gergel sayisi igin,

oyle bir N vardir ki her 7, m > N igin,

lx, — x,,| <€ olur
ozelligini saghyorsa, o zaman elbette (x,,), dizisi, her g > 0 ke-
sirli sayisi icin,

oyle bir N vardir ki her 7, m > N igin,

lx, — x,,| < i(g) olur
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ozelligini de saglar. Tersine, eger (x,,), dizisi yukardaki ikinci

ozelligi saghyorsa ve € > Op herhangi bir gercel sayiysa, i(Q),

R’de yogun oldugundan, 0 < i(q) < ¢ esitsizliklerini saglayan

pozitif bir g € Q vardir ve ikinci 6zellige gore her 7, m > N igin,

lo,, — o, < i(q) < € esitsizliklerinin saglandig: bir N vardir.
Ayni sey yakinsaklik kavrami icin de gegerlidir.

Iste bu boliimde kanitlayacagimiz ana teorem:

Teorem 17.1. R’de her Cauchy dizisinin bir limiti vardir.
Matematiksel jargonla séylemek gerekirse, R tamdar.

Bu teorem sayesinde, bir gercel sayi dizisinin yakinsak oldugu-
nu anlamak i¢in illa dizinin limitini bulmaya gerek kalmayacak.

Kanitimizin plani soyle: Bir (a.,),, Cauchy dizisi verilmis olsun.

Birinci Adim: Teorem 16.4°¢ gore i(Q), R’de yogundur. De-
mek ki her a,, gercel sayisiin “cok ¢ok yakininda” i(Q)’den bir

q, Q

eleman bulabiliriz. Bu elemana i(q,,) diyelim. g,, € Q elbette. i(g,,),
o, gercel sayisina #(1/n) kadar yakin olsun, yani,

o, — i(g,)| < i(1/n)
olsun. (a,,), dizisiyle ugrasacagimiza, cok daha makul bir ger-
cel say1 dizisi olan (i(q,,)),, dizisiyle ugrasacagiz.

q, 9 Q

l,-

y &, a;n v R
i(q,) i(q,,)

(o), dizisi yerine ona ¢ok yakn olan
(g,), dizisiyle ilgilenecegiz
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Ikinci Adim: i(g,) sayist o,’ye de ¢ok yakin oldugundan,
((q,,),, dizisinin de aynen (a,),, dizisi gibi bir Cauchy dizisi ol-
dugunu kolaylikla kanitlayacagiz.

Ugiincii Adim: Bir 6nceki adimdan (g,,), dizisinin temel bir
Q-dizisi oldugu ¢ikacak. Demek ki [(g,,),] bir gergel sayidir.

Dordiincii Adim: Ardindan (i(q,,)), dizisinin [(g,,),] gercel
sayisina yakinsadigini kanitlayacagiz.

Besinci Adim: Dordiincii adimdan (a,,), dizisinin [(g,,),]
gercel sayisina yakinsadigi ¢ikacak ve teorem kanitlanacak.

Kanitta bir yerde (i(1/n)),, gercel say1 dizisinin Op sayisina
yakinsadigini kanitlamamiz gerekecek. Bunu hemen yapalim,
hatta daha genel bir sey kanitlayalim.

Onsav 17.2. (q,),, kesirli say: dizisi q kesirli sayisina yakin-
styorsa, (i(q,)), gercel sayr dizisi i(q) gercel sayisina yaknsar.

q, q 4 Q

li
y y v

_ see R
ilq,)  ilq) iq,,)

Kanit: € > O herhangi bir gergel say1 olsun. Teorem 16.4’e
gore, Op < i(e) < ¢ esitsizliklerini saglayan bir e kesirli sayisi var-
dir. Onsav 16.1°e gore e > 0°dir. (g,,),, kesirli say1 dizisi g kesir-
li sayisina yakinsadigindan, 6yle bir N gostergeci vardir ki, her
n > N i¢in, lg,, — gl < e olur. Her iki tarafin da i-imgesini alir-
sak, Onsav 16.2°den, li(g,) — i(g)! < i(e) < € bulunur. [

Sonug 17.3. lim,,_, . i(1/n) = Op.
Kamt: Kanittan ziyade agiklamalara ihtiyacimiz var. Onsa-
va gore,
lim,_,. i(1/n) = i(lim,,_,,, 1/n) = i(0) = Og.
Istedigimiz kanitlanmigtir. [l
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Teorem 1’in Kanitr: [lk adimdan baslayalim: # > 0 bir do-
gal sayi olsun. Demek ki 1/7 > 0 ve i(1/n) > Og’dir. {(Q), R’de
yogun oldugundan (Teorem 16.4), o, — i(1/n) ile o, + i(1/n)
arasinda i(Q)’den bir eleman vardir. Bu elemana, g, € Q icin,
i(q,) diyelim. Demek ki,

a, —i(1/n) <i(q,) < a, + i(1/n),
yani —i(1/n) < i(q,) — o, < i(1/n), dolaysiyla li(q,) — o,,| < i(1/n).

Birinci adim tamamlandi. (Eksikligini hissediyorsaniz g, =

0 alabilirsiniz.) Sira ikinci adimda.

Ikinci Adim: (i(q,,)),, bir Cauchy dizisidir.

& > Og olsun. Oyle bir N gostergeci bulacagiz ki, her 7, m > N
icin, li(g,) — i(g,,)| < € olacak. Bunun i¢in, (a,),, dizisinin Ca-
uchy dizisi oldugunu ve i(q,,)’yi de istedigimiz kadar a,,’ye yak-
lastiracagimizi kullanacagiz. li(q,,) — i(q,,)! ifadesiyle oynayip

li(,) — i)l < &
esitliginin gecerli olmasi icin 7 ve »’nin ne kadar biiyiik olma-
s1 gerektigini bulacagiz. li(q,) — i(g,,)| ifadesiyle oynayalim:
ll(qn) - l(qm)l < Il(qn) Oy + Oy — Oy, + Oy, l(qm)l
<li(g,) — o, + la,, — o, + lo, —i(g,,)
<i(1/n) + la, — o, | + i(1/m).
(Ikinci satirdaki esitsizlik i¢in bkz. Boliim 15.4, Alistirma 2.)
Demek ki, i(1/n), lo,, — a,, |, i(1/m) ifadelerinin her birini &/3’ten
kiigiik yaparsak istedigimiz olur. Ny, her n, m > N i¢in,
lo, — o, | < €/3
esitsizliginin saglandig gostergec olsun. (a,),, bir Cauchy dizisi
oldugundan boyle bir gostergeg vardir. Sonug 3’e gore, (i(1/n)),
gergel say1 dizisinin Op sayisina yakinsadigindan, 6yle bir N,
gostergeci vardir ki, her 7 > N, igin,
i(1/n) < €/3
olur. Simdi N, hem N;’den hem de N,’den biiyiikesit herhangi
bir dogal say1 olsun, mesela N = max{N;, N,} olsun. O zaman,
her n, m > N igin,
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li(q,) — i(q,,)| <i(l/n)+la, — a,,l + i(1/m)
< i(1/N) + lo,, — a,,| + i(1/N)
<el3+¢el3+el3=¢
olur ve istedigimiz kanitlanmis olur.

Uciincii Adim: (g,,),, temel bir dizidir.

¢ > 0 herhangi bir kesirli say1 olsun. O zaman i(g) > Og’dir.
Ikinci adima gore (i(q,)), bir Cauchy dizisi oldugundan, oyle
bir N vardir ki, her n, m > N i¢in, li(q,) — i(q,,)| < i(¢) olur. Bu-
radan ve Onsav 16.1°den lg,, — g,,| < & cikar.

Ugiincii adimdan, [(g,,),,] diye bir gercel sayinin varlig cikar.

Dordiincii Adim: (i(q,,)),, dizisi [(q,,),,] gercel sayisma yakmmsar.
Herhangi bir e > 0 kesirli sayisi secelim. Oyle bir M bulmak
istiyoruz ki, her m > M i¢in
(@)l = iq,)l < ile)
olsun. (¢ > Oy gercel sayisi yerine e > 0 kesirli sayisi secebilece-
gimizi boliimiin basinda gostermistik.) Ote yandan,
[(q)nl = i@l = 1(q),] = [s(q,)]l
= [(Ig, = gul),]
esitlikleri gecerlidir ve
“llg, — quh)a) < ile)”
ifadesi,
“Oyle bir N gostergeci ve d > 0 kesirli sayisi vardir ki, 7 > N
icin, lg,, — q,,| + d < e”
anlamma gelir. Demek ki verilmis herhangi bir e > 0 kesirli sa-
yis1 icin, Oyle M ve N gostergecleri ve d > 0 kesirli sayisi bul-
mak istiyoruz ki, her » > N ve her m > M i¢in
lg, —q,| +d<e
olsun. N’yi M’ye esit bulmanin bir sakincasi olamaz elbet. Isi-
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miz bayag kolaylasti: (g,,), dizisi temel bir dizi oldugundan,
oyle bir N vardir ki, her 7, m > N igin,
lg,, — q,,| <el2
olur. Simdi d = e/2 segelim. Her 7, m > N i¢in
lg, — g, | +d<el2 +el2 =¢
olur.

Besinci Adim: (a,,),, dizisi [(q,,),] gercel sayisina yakinsar.

Birinci adima gore, her # icin, li(q,) — o, < i(1/n). Ayrica
Onsav 17.2’ye (ya da Sonug 17.3’e gore)

lim,, . i(1/n) = Op.
Bu iki olgudan ve Sandvi¢ Teoremi’nden (Teorem 9.10),
lim, . li(g,) — a,l = Og

cikar.

Simdi [(q,,),,] gercel sayisini a ile gosterelim ve bildiklerimi-
zi yazalim:

a) lim,_, i(g,) = a. (Dordinci adim.)

b) lim,_, li(g,) — o,,| = OR.

Sonucumuz bu iki olgudan ¢ikacak: € > Og, herhangi bir po-
zitif say1 olsun.

lo,, — al
sayisini belli bir gostergecten sonra €’dan kiigiik yapmaya cali-
sacagiz.
lo,, — ol = la,, —i(g,) + i(g,) — al
<la, —i(g,)l + li(g,) — ol

esitsizliginden, la,,, — i(g,,)| ve li(g,) — al sayillarini /2’ den kigiik
yapmak gerektigi anlagilir. Varsayimlardan dolay: her ikisi de
mimkiin. Ana teorem kanmitlanmigtir. (]

QcR
Kesirli sayilar kiimesi gergel sayilar kiimesinin bir altkiime-
sidir... diye ogretilmistir bize. Oysa burada insa edildigi sekil-
de, higbir kesirli say1 bir gergel say1 olamaz, ¢tinkii, burada ta-
nimlandig bi¢imiyle, her gercel say1 bir kesirli say1r kiimesidir.
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Kesirli sayilar1 gercel say1 olarak gormenin bir¢ok yolu vardir.
Bu yollarin en kestirmesi, kesirli sayilar kiimesinin eski tanimini
unutup yeni tamim olarak #(Q)’yii kabullenmektir. Bir bagka yon-
tem, R’nin tammini degistirmektir: Eger eski R’den i(Q)’y ¢ika-
rip yerine Q’yii koyarsak, Q, R’nin bir altkiimesi olur:

yeni R = (eski R\(Q)) u Q

Bolim 5.15’te bu yontemi ayrintilariyla aciklamistik. Bundan
boyle Q’niin R’nin altkiimesi oldugunu varsayacagiz.



