19A. Gergel Sayilarin Usleri

erhangi bir R halkasinda, elemanlarin dogal say1 giigleri-
Hni alabiliriz. 7 € R ve pozitif bir 7 tamsayisi i¢in 7 diye bir
eleman tahmin edildigi gibi (7 tizerine timevarimla) soy-
le tanimlanur:
rl=r,
i+l =t = iy,
Yani 7, ’nin kendisiyle # defa carpilmasiyla elde edilen ele-
man anlamina gelir. Eger 7 # 0 ise 70 = 1 olarak tanimlanir da
00 bazen 1 olarak tanimlanir bazen de tanimsiz olarak kabul
edilir, yazarina, yazisina ve kitabina gore degisir. Biz bu yazilik
00 = 1 tanimin1 kabul edelim. Ne yararini ne de zararini gore-
cegiz: Her n dogal sayisi igin,
=1,
1 =t = gy,
Eger R bir cisimse, ya da cisim olmasa da r, R’de tersinirse,
o zaman 7 > 0 icin, 7 = (r*)~1 = (r~1)” olarak tanimlanir. Bu
tanumla, her n, m € Z igin,
P — prpm
(yrym = yrm
esitlikleri dogrudur. Bunlarin kanitlar1 ¢ok kolay ve standarttir,
dolayisiyla okura birakilmigtir. Okurun ayrica degismeli her
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halkada gecerli olan binom acilimini bildigini de varsayacagiz.

Ayrica siral halkalarda,
0<r<sven>0icin 0 <7 <s"olur

gibi standart 6nermeleri de varsayiyoruz.

Bizim bu bélimdeki amacimiz, bir g € Q i¢in 74 diye bir
eleman tanimlamak. Eger # € N icin 717 diye bir say1 tanimla-
yabilirsek, o zaman,

ymin — (rlln)m
tanimini yapabiliriz. (Sahi yapabilir miyiz! Asagidaki gri kutu-
cuga bakin). 7/ den simdilik vazgegip 71/ diye bir eleman ta-
nimlamaya ¢alisalim. Tanimi s6yle yapmay1 deneyelim:
=g sn=y,

Bu dogal tanim denemesine gore, eger R’de s = r esitligini
saglayan bir s varsa, 717 diye bir eleman s olarak tanimlayabi-
liriz. Ama acele etmeyelim, eger R’de s” = r esitligini saglayan
birden ¢ok s varsa o zaman 71/7 diye tanimlayacagimiz elema-
ni R’nin s” = r egitligini saglayan s elemanlarinin arasindan se¢-
meliyiz. Rasgele bir secim yapmak matematikte ¢ogunlukla bir
sorun tegkil ettiginden, miimkiinse bu se¢imi en dogal bigimde
yapmak isteriz. Eger R siraliysa ve isimizi gorecek birden ¢ok s
varsa, bu s’ler arasindan en buiytigiini se¢mek dogal bir se¢im
olarak kabul edilebilir. Ornegin, gercel sayilarda s2 = 2 esitligi-
ni saglayan iki say1 vardir ve 2’nin karekoki olarak bunlardan
en buyuguni (pozitif olanini) segeriz.

Ornegin R’de vuku bulan

-1= (_1)1/3 - (_1)2/6 - ((_1)1/6)2 - (yok)z
sorunundan dolay1 77/ = (#1/n)" tanim1 sorunludur.

-1 = (_1)1/3 - (_1)2/6 - ((_1)2)1/6 - 11/6 - 1
sorunundan dolay1 #7/% = (#7)1/7 tanim1 da en hafif deyimiy-
le rahatsiz edicidir. x!/3 sayis;, x — x3 eslesmesinin tersi
olarak tanimlanabilir.
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Eger r < 0 ise s2 = r esitligini saglayan bir s'nin olamayaca-
gt biliyoruz (sirali halkalarda kareler negatif olamazlar, bkz
Onsav 6A.6.vi), dolayisiyla eger # ciftse, s” = r esitligini sagla-
yan bir s de olamaz. Dolayisiyla R’nin negatif olmayan sayila-
rina odaklanalim.

Teorem 19A.1. r > 0 bir gercel sayrysa ve n > 0 bir dogal
sayrysa, s = r esitligini saglayan bir s > 0 gercel sayisi vardir.

Kanit: Teorem Q’de dogru olmadigindan, kanitta R’ye 6z-
gl olan ozellikleri kullanmaliyiz.

Elbette 7 > 0 ve 7 > 1 varsayimlarini yapabiliriz.

Ayrica r # 1 varsayimini da yapabiliriz.

Bir de ayrica r > 1 varsayimini yapabiliriz, ¢iinkii eger te-
orem, 1’den buyiik sayilar i¢in kanitlanmigsa, 1°den kugiik sa-
yilar i¢in de kanitlanmis olur. Nitekim, eger 0 < 7 < 1 ise, 0 za-
man 1 < 1/7dir, dolayisiyla eger s” = 1/ esitligini saglayan bir s
bulunmussa, (1/s)” = r esitligi de saglanir. Bundan boyle 7 > 1
olsun.

Simdi asil kanita giriselim.

A={xe R :x7<y)
olsun. (R0, R’nin negatif olmayan elemanlarmin kiimesidir.)
0, 1 € A oldugundan, A boskiime olamaz. Ayrica
1T+r)21+m>1+r>r

oldugundan, A ustten sinirlidir. Demek ki A’nin R’de bir en
kiigtuik ustsinirt vardir. (Dolayisiyla kanit Q’de gegersizdir.) Bu
ustsinira s diyelim. s” = r esitligini kanitlayacagiz. Bunun igin,
ne s” < r ne de s” > r esitsizligininin dogru oldugunu kanitla-
yacagiz.

N—

' 5
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Birinci Adim: s” < r egitsizligi dogru olamaz.

Kanit: s” < 7 esitsizligini varsayalim. Oyle bir & > 0 bulaca-
g1z ki, (s + €)” < r olacak, yani s < s + ¢ € A olacak, ama s,
A’nin en kiigiik tistsinirt oldugundan bu imkansiz...

(s + )" < r esitsizliginin dogru olmasi i¢in €’un ne kadar ki-
ciik olmasi gerektigini bulalim. Elimizdeki tek ipucu 0 < s < r

esitsizligi. Eger boyle bir € > 0 varsa, ¢’u 1’den de kiiciikesit se-
¢ebilecegimiz bariz. Bundan boyle, varhgini kanitlamak istedi-
gimiz €’un 1’den kiigiikesit oldugunu varsayalim. (Kafaniz ka-
rismigsa da okumaya devam edin. Ozetle, (s + €)” < 7 esitsizli-
gini saglayan 1’den kugikesit bir € bulacagiz.) (s + €)” ifadesiy-
le oynamaya baslayalim:
2
(s+g)’ = Z?:O (?)s"_isi =s"+ Z:,z:l (?an_isi <y

Dogrulugunu bilmedigimiz < isaretinin ustiine bir soru isareti
koyduk. Demek ki,

?

Z?:l {?Js”_isi <r-s".

esitsizligini saglayan bir € ariyoruz. Yukardaki ifadenin sol ta-
rafiyla (¢cok biiyiitmeden) oynayalim. Oncelikle € < 1 olacagin-
dan, ¢ < ¢’dur. Soldaki ifadede & yerine ¢ koyarsak, daha bii-
yiik bir ifade buluruz ama ¢ sayesinde bu daha biiyiik ifadeyi
de istedigimiz kadar kiiciiltebiliriz.

n |1 i i n (1 i n |1 )’
§ n—i z<§ n—i, _ E n—i|o.,. _ N
i:1(ijs € = i::l(ijs =& izl(ijs Sr—S .

Demek ki, soru isaretli esitsizligi saglayan bir € bulmak yeterli.
Ama bu ¢ok kolay,
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almak yeterli. Haaa... Unuttuk... ’u 1’den kiiciikesit yapmak
gerekiyordu. O zaman, &’u,

Z; (’:] i

sayistyla 1’in maksimumu segelim. Birinci adim tamamlanmugtir.

Ikinci Adim: s” > r esitsizligi dogru olamaz.

Kanit: s > r esitsizligini varsayalim. Oyle bir & > 0 bulaca-
g1z ki, (s — €)” 2 r olacak, ama s — g, s’den kiiciik oldugundan,
s — g, A’min bir ustsinir1 olamaz, dolayisiyla s — € < a kosulunu
saglayan bir a € A olmali ve 0 zaman dar < (s —¢)? <a” <r
olur ve bir ¢eliski elde edilir.

(s — )" > r esitsizliginin dogru olmasi icin £’un ne kadar ku-
ciik olmasi gerektigini bulalim. Elimizdeki tek ipucu 0 < 7 < s”

esitsizligi. (s — €)” ifadesiyle oynamaya baslayalim:
2

(s—g)' = Z:’zo(’:j(—l)"_is”_isi =s"+ Z:’zl Uj(—l)n_is”_isi >,

g’u soru isaretli yer dogru olacak bigimde se¢meye ¢alisaca-
g1z. Soru isaretli yeri diizenleyelim.

>
Z?_l(?j(_l)n—mlsn—igi‘gSn _

esitsizligini saglayan bir & > 0 bulmaya ¢alisiyoruz. Buttin —1’le-
ri atarsak, soldaki ifadeden daha buylk bir ifade buluruz. Ay-
rica 'u 1’den kiiciikesit secmeyi kabul edersek, €’lerin yerine
daha biyiik olan ¢ koyabiliriz:

Z; (’Zj(_l)n—m GMigh < 27:1 (7;} i
. A
< 27:1(73}571_18 = 3[27:1 (?an—zj < "y,
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Soru isaretli esitsizligin dogru oldugu bir 0 < & < 1 segebilir-
miyiz. Evet: g,

s"—r

sayistyla 1’in maksimumu olsun. Ikinci adim da tamamlanmus
ve boylece teorem tamamen kanitlanmigtir. H

Teorem 19A.2. r bir gercel sayi ve n > 0 bir dogal say: olsun.

n tekse, s = r esitligini saglayan bir tek s gercel sayisi vardir.

r > 0 ve n ¢iftse, biri negatif digeri pozitif olmak iizere s = r
esitligini saglayan iki tane s gercel sayisi vardir.

r < 0 ve n ¢iftse, s" = r esitligini saglayan gercel say: yoktur.

Kanit: Once, 7 > 0 ise, s” = r esitligini saglayan bir tane po-
zitif s gergel sayist oldugunu kanitlayalim. Bunun igin, “0 < s <
tise s” < t"” onermesini kanitlamak yeterli. Bu da her sirali hal-
kada gecerlidir ve kaniti ¢cok basittir.

Eger n ciftse ve s, s” = r esitligini sagliyorsa, —s de ayni egit-
ligi saglar. Demek ki s” = r esitligini saglayan sayilar negatif ve
pozitif olmak tizere esit sayida dagilmiglardir. Yukarda kanit-
lanandan bu esitligi saglayan en az iki s oldugu cikar. Uciincii-
stuniin olamayacag: da yukardakinden ¢ikar.

Eger n tekse, 0 zaman “s < t ise s” < t"” Onermesi her sirali
halkada gegerlidir ve kanit1 cok basittir. Bundan da bu durum-
da s = r esitligini saglayan bir tek s gercel sayisi oldugu ¢ikar.

Sonug 19A.3. 2 0 bir gercel sayrysa n > 0 bir dogal sayry-
sa, s" = r esitligini saglayan bir tek pozitif s gercel sayisi vardir.

Biricik olan bu s sayisin1 71/ olarak yazalim. Bu tanimda > 0

ve n > 0’dur. Bir de su tanimi yapalim: Eger 7 > O ise,
U (=n) = (rl/n)—l.
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Ve simdim, n € Z,n+# 0 ve r > 0 igin,

ymin — (rm)l/n
tanimini yapalim. Bu tanimin gegerli bir tanim olmasi igin si-
nanmasi gereken onerme sudur:

myn,u, v e Z,n,q#0 ise ve mln = ulv ise, o zaman,

(rm)l/n — (ru)l/v
esitligi gecerlidir.

Bunun kanitint merakli okura birakiyoruz. Boylece her g € Q
kesirli sayis1 ve her » € R>0 icin, 79 gercel sayis1 tanimlanmis
olur. Bu arada 70 sayisinin 1 olarak tanimlandigina dikkatinizi
cekerim. Eger g > 0 ise, 09 = 0 tanimu1 da yapilabilir. 00 = 1 ta-
niminin ne bir énemi ne de bir sakincasi vardir.

Teorem 19A.4. Eger g # 0 ise, r > 14 olarak tammlanan
R>0 - R>0
fonksiyonu bir eslemedir. Eger q > 0 ise bu fonksiyon siralama-
yi korur, yoksa ters cevirir. Ayrica, her p, q € Q ve her r,s >0

igin,
Prd = rP*q,
(rP)q = rP4a,
rPst = (rs)P

esitlikleri dogrudur.

Yukardaki kanitlarda sadece ve sadece R’nin tamhigini ve
Arsimet oldugunu kullandik. Dolayisiyla ¢cok daha genel bir te-
orem dogrudur.

Teorem 19A.5. Yukardaki teoremlerin her biri R yerine
Arsimet ozelligi olan swrali bir tam cisimde de dogrudur.
Demek ki boyle bir R cisminde

(x e R:x>0}={x2:x e R}
esitligi dogrudur.
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Bu arada 7, s € R>0 igin, s diye bir say1 tanimlamadigimizi
ozellikle belirtiriz. Ornegin, simdilik V22 diye bir say1 yoktur.
Hatta 2Y2 diye bir say1 da yoktur heniiz, en azindan bu notlar-
da tanimlanmamistir. Bu ifadeleri tanimlamadan tanimlanmis
gibi kullanabilen kitaplara ve yazarlarina burada alenen hay-
ranliklarimiz1 ifade ederiz.



