BOLUM 1

BAGINTILAR - DENKLIK BAGINTILARI - ZORN
LEMMASI

Bu bolimi bitirdiginizde,

baginti kavraminin matematiksel tanimini ve ornekleri

e yansima, Simetri, ters-simetri, geg¢igme Ozellikleri

denklik bagintisi, denklik siniflar:

e parcalanig, denklik bagintisi ve parcgalaniglar arasin-
daki ilisgki

e kismi siralama bagintisi, zincir, Zorn Lemmasi

e Iyi Siralama Ilkesi, Sec¢me Beliti

konularinda bilgi sahibi olabileceksiniz.



BOLUM 1

BAGINTILAR - DENKLIK BAGINTILARI - ZORN
LEMMASI

Okuyucunun, baginti kavramina yabanci olmadigini kabul ediyoruz.
Bununla beraber, bagint1 kavraminin matematiksel tanimi ile baglamay1
uygun buluyoruz.

Tanim 1. K ve L kiimelerinin kartezyen carpimi olan K x L nin
her altkiimesine K dan L ye bir bagint: denir. Eger K = L ise, K dan
K ya bagint1 yerine K i¢inde baginti veya K tuzerinde bagint: deyimleri
kullanilir. O

Bu baglamda, her fonksiyonun bir bagint1 oldugunu animsayalim.
Tanim kiimesi K ve degerler kiimesi L olan bir fonksiyon, K kiimesin-
deki her x elemani i¢in birinci bilegeni x olan bir ve yalniz bir siral ikili
iceren, K dan L ye bir bagint1 demektir.

Tanim 2. (3, K dan L ye bir bagint1 ve (x,y) € [ ise, z ve y
elemanlar1 8 bagintisiyla baghdir denir ve xfy yazhir; (x,y) & [ ise,
x By yazlhr. O

Bu boliimte, bir K kiimesi i¢inde bagintilar ele alacagiz.

Ornek 1. R icinde, < ile gosterilen kicuk veya esit olma bagintisi,
iyl bilinen bir bagintidir. x,y € R igin x sayist y den kiigiik veya y ye
esit ise, x < y yazaldigini animsayiniz. Tanim 2’de verilen gosterimlerle,
2<3,3<3,4 L3 tir. O

Ornek 2. Belli bir kiimeler toplulugu icinde, C ile gosterilen altku-
me olma bagintist da iyi bilinen bir bagintidir. Tanim 2’de verilen
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gosterimlerle, {0,1} C {-1,0,1}, {1,2} £ {-1,0,1} dir. O
Ornek 3. RT icinde herhangi x ve y sayilarinin tam kistmlar: ayni
ise, x 0 y tamimlayalim. Boylece elde edilen § bagintisina gore, % %,

Dl rpiven B4 tir.
Bagintilar, cesitli 6zellikleriyle kendi iclerinde ayrigirlar. Ayrigtiric
ozelliklerden bazilari agagida tanimlanmigtir.

Tanim 3. K bir kiime ve 3, K iizerinde bir bagint1 olsun.

e Her x € K icin zfz ise, [ nin yansima 6zelligi vardir denir.

e 1,y € K ve xfy olunca, daima yfSx oluyorsa, 3 nin simetri 6zelligi
vardir denir.

o 1,y € K, xf3y ve yBx olunca, daima x = y oluyorsa, 3 bagintisinin
ters-simetri 6zelligi vardir denir.

e r,y,z € K, 0y ve yBz olunca, daima x(z oluyorsa,  nin
gecisme ozelligi vardir denir. O

Ornek 4. R iizerinde < ve kiimelerde C bagintilarinin, yansima,
gecisme ve ters-simetri ozellikleri vardir. R* iizerinde, Ornek 3’te
tamimlanan § bagintisinin, yansima, simetri ve gecisme ozellikleri bu-
lundugu kolayca goriilebilir. Bunlardan herhangi biri hakkinda kugkusu
olan okuyucuya kusku duydugu noktalar1 diigiinmesi ve kugkusunu gi-
dermenin yollarini aramasi tavsiye olunur. Ornegin, R iizerindeki
bagintisinin gecigme ozelligi icin x,y,2z € R™T ise ve x ile y nin, y ile 2
nin tam kisimlar: ayni ise, x ile z nin de tam kisimlarinin ayni olmasi
gerektiginin algilanmasi gibi. O

Uyar: 1. Ters-simetri 6zelliginin taniminda; x,y € K i¢in xfy ve
yBr olmast gerektigi yolunda bir kogul yoktur; eger zfy ve yfBx ise,
r = y olmasi istenmektedir. K mn iki eleman1 x ve y icin x(0y ve yfx
ten sadece biri gecerli olabilecegi gibi, hicbiri de gecerli olmayabilir.
Benzer sekilde, gecisme 0zelliginin tamiminda; x,y, z € K icin x(y ve
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yBz olmas1 gerektigi yolunda bir kosul yoktur; eger By ve y(z ise, x5z
olmasi istenmektedir. O

Matematikte, belli bir ortamda tamamen farkli kabul edilen iki
nesne bagka bir ortamda denk ya da esit kabul edilebilirler. Ornegin,
giinliik aritmetikte, 1+1 ve 3+4 kuskusuz farkh sayilardir; ancak 5
modiiliine gore modiiler aritmetikte bunlar denktir. Diizlemde, yonleri
ve uzunluklar1 ayni olan iki yonlendirilmig dogru parcasi, nerede yerles-
mig olurlarsa olsunlar, birbirlerine denk kabul edilerek vektor kavrami
tanimlanir. Diizlemde, eglenik (veya 6zdeg) liggenler igin ayni sey soyle-
nebilir. Bu ornekler elbette ¢ogaltilabilir. Bu durumu matematik-
sel bir tabana oturtmak icin gereken temel kavram, denklik bagintis
kavramidir ve agagida tanimlanmigtir.

Tanim 4. K bir kiime ve 3, K iizerinde bir baginti olsun. Eger
£ nmin yansima, simetri ve gecisme oOzellikleri varsa, 3 ya bir denklik
bagintisy denir. O

Ornek 5. R iizerinde Ornek 3’te tanimlanan (3 bagintisi, bir denklik
bagintisidir. O

Tanim 5. K bir kiime; 3, K tizerinde bir denklik bagintisi ve z € K
olsun. Bu takdirde,

[ls={yeK: ypz }

kiimesine K nin ( bagintisina gore bir denklik sinifi ve x elemanina
da bu denklik sinifinin bir temsilcisi denir. K nin [ bagintisina gore
denklik simflarindan olusan kiime, K/f ile gosterilir. Her ¢ # j igin
x; /B x; olmak tizere

K/ﬂ: {[.Iz]gxz GK, ZGI}

ise, {z; € K :i € I'} kiimesine K/ nin tam temsilciler kiimesi denir. O

Ornek 6. Tamsayilar kiimesi Z iizerinde; x,y € Z icin

rfy <= x — y cift;
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bagka bir ifadeyle

B={lzy):zyez, z—y dift}
olarak tanimlanan (3, bir denklik bagintisidir. Gercekten,

xr —x = 0 ¢ift oldugundan, her x € Z i¢in zfx; x —y cift ise, y — x
de ¢ift oldugundan, x(y olunca, daima yfSx olur; v — y ve y — z ¢ift
ise, x — z cift olur ve boylece, x(y, yBz olunca, daima z(3z olur. Bu
denklik bagintisi icin tam iki tane denklik sinifi vardir:

[O]ﬁ = {07 2,—2,4,—4,-- } = [215 = [_4]57
[Hﬂ = {17 -1,3,-3,5, -5, } = [_1],3 = [3]/3'

Boylece Z /3 = {[0]s,[1]g} dir ve {0, 1} kiimesi, Z/f nin tam temsil-
ciler kiimesidir. Ayrica, [0]gU[1]s = Z, [0]gN[1]s = 0 oldugu agiktir. O

Yukaridaki ornekte gozlenen son ozellikler, herhangi bir denklik
bagintisi i¢in de dogrudur. Bunu kanitlamak icin asagidaki lemmadan
yararlanacagiz.

Lemma 1. K bir kime, 3 onun tuzerinde bir denklik bagintisi ve
x,2 € K olsun. Bu takdirde,

(1) =€z, (i1) wBz < [z]s = [2]s
dar.

Kanit. (i) sikki, yansima 6zelliginin sonucudur. (i) sikkinin kaniti
i¢in, =3z kabul edelim ve y € [z]z alahm. O zaman, denklik sinifi
tanimidan, yfz ve gecisme ozelliginden, y3z olur; dolayisiyla, y € [z]3
olmasi gerekir. Boylece, x(3z ise, [z]s C [z]s oldugunu gordiik. Benzer
bicimde, ya da simetri 6zelligi kullamlarak, x5z ise, [z]s C [z]s oldugu
goriiliir. Sonugta, z(z ise, [x]g = [2]g oldugu kanitlanmig olur. Kargit
olarak, [z]s = [2]g oldugunu kabul edelim. (i) sikkindan, z € [z]z = [2]3
oldugunu biliyoruz. O halde, denklik sinifi tanimindan, x5z dir. .

Teorem 1. K bir kiime ve 3, K tzerinde bir denklik bagintisi olsun.
K icinde B ya gore iki denklik sinife ya ayrik ya da ozdestir.
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Kamt. K icinde [z]z ve [z]s gibi iki denklik sinifi alalim ve bun-
larin, y ile gosterecegimiz bir ortak elemani bulundugunu varsayalim.
O zaman, yBx ve yfz olur. Simetri ve gegigme Ozelliklerinden x3z ve
buradan da, Lemma 1 yardimiyla, [z]s = [2]g oldugu goriiliir. Sonug
olarak, eger [x]g ve [z]g ayrik degilse, yani [z]g ve [z]s nin ortak ele-
manlar1 varsa, bu denklik siniflar1 6zdestir. .

Sonug 1. K bir kime ve 8, K dzerinde bir denklik bagintisy ise,

(1) U [z]s = K,
Te
(it)  her x,z € K ig¢in ya [x]z = [z]p ya da [z]g N [z]z = 0
dir. ]

Bu sonug, denklik bagintisi kavraminin agagida tanimlanan parc¢alanis
kavramiyla yakindan baglantili oldugunu gostermektedir.

Tamim 6. K bir kiime ve P = {K; : i € I}, K nin baz altkiimele-
rinin bir toplulugu olsun. Eger agsagidaki ii¢ kosul saglanirsa, P ye K
nin bir par¢alanist ve K; lerden her birine bu parcalanigin bir hicresi
denir:

(i) Her i € I icin K; # 0.

(i) UK, =K.
iel
(¢ii) Her i # j igin K; N K; = 0. O

Ornek 7. K = {0,1,2,3,4} icin K, = {0}, K, = {2,4}, K3 = {1,3}
altkiimeleri, K nin bir parcalanigini olugtururlar. O

Sonug 1 e gore, 3, K iizerinde bir denklik bagintisi ise, K/3 , K
nin bir parcalanigidir. Denklik bagintilar ile parcalaniglar arasindaki
iligki, agagidaki teoremde ifadesini bulmaktadir.

Teorem 2. K bir kime, K dzerindeki tim denklik bagintilarinin
kimesi D(K) ve K mn tim par¢alamiglarinn kimesi P(K) olsun. Bu
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takdirde,
f:DIK) — P(K) , 8 — K/j

bire-bir ve orten bir fonksiyondur.

Kanit. f, iyi tammhdir. 5,3 € D(K) ve K/ = K/ ise,
B = [' dir. Dolayisiyla, f, bire-bir fonksiyondur. Diger yandan,
P ={K;:i € I}, K mn bir parcalang ise, K iizerinde, K/3 = P
olacak bicimde bir denklik bagintisi, 3, tanimlayabiliriz. Gergekten,

8 ={(z,y) : x ve y aym hiicrededir}
ile tammlanan f3, bir denklik bagintisi olur ve K/5 = P dir. .

Bir K kiimesinin herhangi bir P = {K; : i € I} pargalanig1 ve bu
par¢alamgtaki her K; hiicresinin kardinalitesi, |K;|, bilindigi takdirde,
K nin kardinalitesi

INEDIE

el

formiilii ile hesaplanabilir. Ozel olarak, 8, K kiimesi iizerinde bir
denklik bagintis1 ve {x; : z; € K, i € I}, § ya gore tam temsilciler
kiimesi ise,

(K] = [[ils]

el

olur.

(Galigmalarimizda sik¢a karsilagsacagimiz bagintilar arasinda kismi
siralama bagintilar: vardir.

Tanim 7. K bir kiime ve 3, K iizerinde bir bagint1 olsun. Eger
£ nmin yansima, ters-simetri ve gecisme ozellikleri varsa, (3 ya bir kismi
suralama bagintise denir. Uzerinde bir kismi siralama bagintist bulunan
bir kiimeye kismi sirali kiime denir. O

Ornek 8. R iizerinde < ve kiimelerde C bagintilari, kismi siralama
bagintilaridir. O
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En ¢ok kargimiza ¢ikan kismi siralama bagintisi, sayilarda < bagintisi
oldugundan, bundan sonraki genel tartigmalarimizda, aksi belirtilme-
dik ¢e, kismi siralama bagintilarim1 < ile gostercegiz. x < y yerine
bazen y > x yazilir. x <y fakat x # y ise, x < y yazilir.

Tanim 8. K, < ile kismi sirali bir kiime, z,y € K olsun.
Eger x+ < y veya y < x den en az biri dogru ise, x ve y elemanlar:
karsilastirilabilir elemanlardir denir. Z2 C K ise ve her x,y € Z i¢in x
ve y karsilagtirilabilir elemanlar ise, Z ye K icinde bir zincir denir. O

Ornek 9. K , 7 nin tim altkiimelerinden olusan, C ile kismi
sirali kiime, A; = {-1,0}, A, = {-1,0,1}, A; = {-1,0,1,2},
Ay ={-2,—1,0} omak lizere Z = {Ay, Ay, A3}, A = {4y, Ay, A3, Ay}
olsun. Z bir zincirdir, fakat A zincir degildir(Neden?). O

Tanim 9. K bir kismi sirali kiime, A C K; a,b,m € A olsun.
Eger her x € A icin a < x ise, a eleman1 A min en kicik elemanidir
denir. Benzer sekilde, eger her x € A igin x < b ise, b eleman1 .4 nin
en buyik elemanidir denir. Eger A i¢inde m < x olan yegane eleman
x = m ise, m eleman A nin bir maksimal elemanidir denir. O

Tanim 10. K bir kismi sirah kiime, A C K ve u € K olsun. Eger
her x € A igin < u ise, u elemani A nin bir dstsiniridir denir. Eger
u, A nmn bir istsir ise ve A nin her {istsimir v i¢in v < v ise, u
elemam A nin en kicik dstsiniridir denir. O

Ornek 10. Ornek 9'da verilen K ve onun altkiimesi olan A y1
diigiinelim. Burada, As; ve A4 karsilagtirilamaz elemanlardir; A;, A
nin en kiiciik elemanidir; A nin en biiyiik elemani yoktur. A nin iki
tane maksimal eleman vardir: A; ve A4. A min K iginde bir iistsiniri,
U= {-2,-1,0,1,2} dir ve bu iistsimir, A nin K icindeki en kiiciik
istsiniridir. O

Yukarida verilen tanim ve orneklerden sonra ifade edecegimiz Zorn
Lemmasi, lemma olarak adlandirilmasina ragmen, kiimeler kuraminin
Se¢me Belitine denk olan bir belitidir. Bu lemma, belli bir 6zellige gore
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maksimum veya en biiyiik olan kiime veya yapilarin varligi kanitlanmak
istenince, ozellikle sonsuz ¢oklukta kiime veya yapi so6z konusu oldugun-
da, yararlh olur.

Sonsuz boyutlu vektor uzaylarinda taban, cisimlerde cebirsel ka-
panig, birimli bir halkada maksimal idealin varligi, Zorn Lemmasi ile
kolayca kanitlanabilmektedir.

Zorn Lemmasi ile ispata sicak bakmayan veya bu tiir ispatlardan
kaginan matematikgiler de vardir.

Bu kitapta kapsanan konular icin Zorn Lemmasi olmazsa olmaz
bir arag degildir. Cisimlerin cebirsel geniglemeleri, cebirsel kapanig
kullanilmadan da incelenebilir. Hatta C nin herhangi bir altcisminin
veya bir sonlu cismin cebirsel kapaniginin varligi, Zorn Lemmas1 kul-
lanilmadan da gosterilebilir; fakat isler uzar. Bu nedenle, cebirsel ka-
panigin varliginin kanitinda, Zorn Lemmasi’m1 kullanacagiz ve bu belit
ile ilgili bilgiyi burada 0zetlemek istiyoruz.

Zorn Lemmasi. Bos olmayan kismi siraly bir kime icindeki her
zincirin o kume i¢inde bir tustsinwry varsa, bu kismi siraly kuimenin bir
maksimal elemans vardur.

Yukarida belirttigimiz gibi, Zorn Lemmasi’nin ispat1 soz konusu
degildir.

Simdi Zorn Lemmasi’na denk olan Se¢me Beliti’nin ifadesini vere-
lim.

Se¢cme Beliti. Bos olmayan bir I kimesi ve her i € I i¢in bos
olmayan bir K; kimesi verilmis olsun. Bu takdirde, I dan U;c; K; ye
tanimly oyle bir f : I — U;er K, fonksiyonu vardir ki her ¢ € I i¢in

Zorn Lemmasi ve Se¢me Beliti'ne denk olan bir belit daha vardur: Tyi
Sivralama Ilkesi. Bu ilkenin ifadesi i¢in agagidaki tanimlara gereksinim
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vardir.

Tanim 11. Eger bir kismi sirali K kiimesi, kendisi bir zincir ise,
K nin siralama bagintisina tumden siralama bagintisi; K kiimesine
de timden siraly kiime denir. Bir tiimden sirali kiimenin bog olmayan
her altkiimesinin bir en kiiciik eleman1 varsa, o kiimeye iyi sirali kiime
denir. O

iyi Siralama Ilkesi. Bos olmayan bir K kimesi verilmis olsun.
K dizerinde oyle bir tumden siralama bagintist vardir ki bu siralama ile,
K, wyi swraly bir kimedir. .

Ornek 11. Bilinen siralama ile, N, iyi sirali bir kiimedir; Z ise
iyi sirali degildir(Neden?). Z nin asagida verilen siralamasi, tiimden
siralamadir ve

bu siralama ile, Z, iyi siralidir:
0, 1,-1, 2, =2, 3, =3, ... ,n, —n, ...

Burada, z < y olmasi icin gerek ve yeter kosul, x in y ye gore solda
bulunmasidir. ]
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