BOLUM 11

SONLU ABEL GRUPLARININ TEMEL TEOREMI

Bu bolimi bitirdiginizde,

e Sonlu Abel Gruplarinin Temel Teoremi
o Temel Teorem‘in iki farkli ifadesi

e basit carpanlar ve degismez garpanlar

hakkinda bilgi sahibi olabileceksiniz.



BOLUM 11

SONLU ABEL GRUPLARININ TEMEL TEOREMI

Bu boliimde, bir cebircinin goziiyle, yani izomorfizm farkiyla, tiim
sonlu Abel gruplarinin yapisini aciklayan bir teorem sunacagiz. Ik kez
1858’de Leopoldt Kronecker tarafindan ispatlanmig olan bu teoremin,
once ifadesini ve bazi uygulamalarini verecegiz; daha sonra, bir dizi
lemma ve ardindan da teoremin kanitini sunacagiz.

Temel Teorem. Her sonlu Abel grubu, her birinin mertebesi bir
asal saynin kuvveti olan sonlu sayrda devirli altgrubunun ic dolaysiz
carpymadir. Ayrica, bu dolaysiz carpimdaki devirli gruplar, siralanislar:
drsinda ve izomorfizm farkwyla, tek turli belirlidir.

Onerme 10.1 ile Teorem 10.4 ve ayrica mertebesi n olan her devirli
grubun Z, ye izomorf oldugu goz ontine alinirsa, Temel Teorem, her
sonlu Abel grubu G i¢in

G:Zp;‘l @Zp;2@~~@Zka

olacak gekilde (farkli olmalar1 gerekmeyen) asal sayilar, py, ..., px ve po-
zitif tamsayilar, nq, . . ., ny bulundugunu gosterir. Buradaki pi*, ..., pp*
sayillart G' tarafindan tek tiirlii belirlenir. Bir sonlu Abel grubunu bu
sekilde ifade etmek, onun izomorfizm sinifin1 tamamen belirler.

Temel Teorem o kadar giicliidiir ki bu teoremi kullanarak istenilen
her mertebeden tiim Abel gruplarini, izomorfizm farkiyla, insa etmek
mimkiindiir. Ornegin, p bir asal say1 olmak iizere, mertebesi p olan
her Abel grubu Z, ye; mertebesi p? olan her Abel grubu,

Ly veya Zp D Zy,
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den birine; mertebesi p* olan her Abel grubu,
Ly, Lop DLy , Ly DLy DLy
den birine; mertebesi p* olan her Abel grubu,
Tty Ly @ Ly, Lpp ® Ly ® Ly, Lz ® L2, Ly ® Ly B Lp D Ly

den birine izomorftur.

Genel olarak, ¢ bir pozitif tamsay1 ise, elemanlarinin toplami ¢ olan
her pozitif tamsay1 kiimesine karsilik, mertebesi p’ olan bir Abel grubu
vardir.

Tanim 1. ¢,nq,...,n € N ve ny + -+ ng =t ise, {ny,...,nx}
kiimesine ¢t nin bir par¢alanis denir. O

Ornegin, 3 iin parcalamslar, {3}, {2,1} ve {1,1,1} kiimelerinden
ibarettir.

Eger {ni,...,nt}, tnin bir parcalamsi, yani t = ny + - - - + ny, ise,
Zyni @ -+ @ Zyw, mertebesi p' olan bir Abel grubudur. Temel Teo-
rem’deki tek tdrlilik, t nin her farkli parcalanisi icin farkl izomorfizm
siniflar1 bulundugunu gosterir.

Temel Teorem’in giiciinii ve 6nemini tam olarak kavrayabilmek icin,
ornegin, mertebesi 16 olan Abel gruplarinin izomorfizm siniflarinin Te-
mel Teorem yardimiyla kolayca belirlenebilmesine karsin, mertebesi 16
olan Abel olmayan gruplarin izomorfizm siniflarinin belirlenmesinin pek
kolay olmadigini gozlemlemek yeter.

Mertebesi bir asal sayinin kuvveti olan Abel gruplarini belirleyebil-
digimiz i¢in, mertebesi herhangi bir n sayisi olan Abel gruplarinin
izomorfizm siiflarin1 belirlememiz de zor olmayacaktir. Bunun igin,
once n yi asal garpanlarima ayiririz: n = pi* ---pe*, i # j icin p; # p;.
Her i = 1,..., k i¢in mertebesi p! olan tiim Abel gruplarini yazip bun-
lar1 yan yana getirerek mertebesi n olan tiim Abel gruplarini, izomor-
fizm farkiyla, elde ederiz.
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Ornek olarak, mertebesi 3000 olan her Abel grubu, asagidaki gruplar-
dan birine izomorftur (3000 = 23 - 3 - 5% olduguna dikkat ediniz):

Ligs D L3 D Lss, Ly ©Zo @ L3 D ZLss,

Ly DLy DLy DZLs D Lss, Ligs DLz D Ls> D Ls,

Los L3 DLs DLs D Ls, Ly Ly DLz D Ls> D Ls,
Zo2®LoDZLs DLy D7y ®DLs, Zo@ZLoDZLyDZL3DZLs> D Ls,

Zo@ZLoDZoDZyDZsDZsDZLs.

Mertebesi 3000 olan bir Abel grubu G verildiginde, G nin yukaridaki
dolaysiz carpimlardan hangisine izomorf oldugunu anlamak icin G nin
elemanlarinin mertebelerine bakilabilir. (jrnegin, G nin metebesi 125
olan bir eleman1 varsa, G, ilk ii¢ dolaysiz ¢carpimdan birine izomorftur.
G nin hem mertebesi 125 hem de mertebesi 8 olan elemanlar: varsa,

GgZQ3@Zg@Z53
olmaldair.

Simdi, Temel Teorem’in kanitinda kullanacagimiz ilk lemmay1 veriy-
oruz:

Lemma 1. G bir Abel grubu, |G| = mn, obeb(m,n) =1 olsun ve
H={zxeG:2m=¢}, K={ye€G:y" = e} tamwmlayalim. Bu
takdirde, G = H x K dur.

Kanit. H < G ve K < G oldugu aciktir. obeb(m,n) = 1 oldugun-
dan, 1 = ms + nt olacak bi¢cimde s,t € Z vardir. Buradan, x € G
icin

T = .Il — xms—i—nt = M. xnt
oldugunu goriiriiz. Ayrica, |G| = mn, 2™ = e oldugundan,
(:L.ms)n — (xnt)m = ¢

vani 2™ € K, z™ € H dir. Boylece, G = HK oldugunu goriiriiz. G,
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bir Abel grubu oldugundan, her h € H ve k € K i¢in hk = kh dir. Son
olarak,

reHNK =" =2"=e=—=a2" =2" =¢
:zms.xnt:e:x:$m5+nt:€

oldugundan, H N K = {e} dir. Boylece, G = H x K dir. .

Sonug 1. G bir Abel grubu, |G| = my - --m,, heri # j i¢inm; vem,
aralarinda asal olsun. Her i =1,....,r i¢in H;={x € G: a™ = e}
tanmimlansin. Bu takdirde, G = Hy X --- x H, dir.

Kanit. Alstirma. .

Lemma 2. G bir sonlu Abel grubu, p bir asal say ve p | |G| ise, G
nin, mertebesi p olan bir elemans vardr.

Kanit. p asal ve p | |G| olsun. Iddiay1, |G| iizerinde tiimevarimla
kanitlayacagiz. p | |G| oldugundan, |G| > p dir. |G| = p ise, G de-
virlidir ve G nin her iiretecinin mertebesi p dir. Simdi, |G| =n > p,
p | n olsun ve iddianin, mertebesi n den kiigiik ve p ile béliinen her
Abel grubu igin dogru oldugunu kabul edelim; x € G\{e} alalim.
|z| = m olsun. Eger p | m, m = pt ise, 2* € G nin mertebesi p
dir. Eger p Jm ise, G = G/ < x > boliim grubunun mertebesi n den
kiiciiktiir ve p ile boliiniir. Tiimevarim hipotezine gore, G nin, mer-
tebesi p olan bir b = b < x > eleman1 vardir. Eger b nin mertebesi r
ise, b = (b<a>" =0 <z >=e<x>=<2a > ve dolayisiyla,
b nin mertebesi p oldugundan, p | r olur. r = ph, h > 1 olsun. Bu
durumda, a = b" nin mertebesi p olur ve bu, kanit1 tamamlar. .

Sonug 1. G, bir sonlu Abel grubu, p, bir asal sayr olsun. Eger G
nin her elemaninin mertebesi p nin bir kuvveti ise, G nin mertebesi de
p nin bir kuvvetidir.

Kanit. |G| > 1 alabiliriz. Eger ¢ bir asal say1 ve ¢ | |G| ise, Lema
2 ye gore, G' nin, mertebesi ¢ olan bir eleman1 vardir. O halde, ¢ = p
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dil". ]

Simdi, G bir sonlu Abel grubu; pq, ..., p, farkli asal sayilar olmak

tizere |G| = pi' -+ p* olsun ve her i = 1,...,k igin

Gp)={reG: """ =e}
tanimlayalim. Lemma 1 in sonucundan,

G=G(p1) x G(p2) X+ x G(pg) (1)

oldugu kolayca goriiliir. Lemma 2 nin sonucuna gore, her ¢+ = 1,...,k
icin G(p;) nin mertebesi, p; nin bir kuvvetidir. Varsayimlarimz, her
i=1,...,ki¢in |G(p;)| = pi" olmasin1 gerektirir.

Gozlem 10.3 11ginda (1) denklemi dikkate alininca, Temel Teorem'i,
mertebesi bir asal sayinin kuvveti olan Abel gruplar icin kanitlamak
yeterli olacaktir. Ciinkii, her bir G(p;) nin, devirli altgruplarmin ig
dolaysiz carpimi olarak yazilabildigi gosterilirse, G' nin de Temel Teo-
rem’in ifadesinde oldugu gibi, her birinin mertebesi bir asal sayinin
kuvveti olan devirli altgruplarinin i¢ dolaysiz carpimi olarak yazilabil-
digi gosterilmig olur. Bu dogrultuda ilerlerken agagidaki lemma yararl
olacaktir.

Lemma 3. p bir asal sayr, n bir pozitif tamsayr ve G, mertebesi
p" olan bir Abel grubu olsun. Eger G i¢inde mertebesi en buyik olan
elemanlardan biri a ise, oyle bir K < G vardir ki G = < a > xK dir.

Kanit (n iizerinde tiimevarim). n = 1 ise, G =< a > X < e >
dir. iddiamn, k < n olmak iizere, mertebesi p* olan her grup icin dogru
oldugunu kabul edelim; |G| = p" olsun. G iginde mertebesi en biiyiik
olan elemanlardan biri a olsun. |a| = p" ise, G =< a > dir ve kanit
biter. O halde, |a|] = p™, m < n kabul edebiliriz. Bu takdirde, her
x € G icin 27" = e olur. Simdi, G\ < a > i¢inde mertebesi p olan bir
b elemani alalm (b nin nasil bulunacagim diigiiniiniiz). Bu se¢imden
dolay1, < a > N < b >= {e} olacagr agiktir. Simdi, G = G/ < b > yi
diigiinelim. |G| = p"~! dir. Her u € G igin u < b >= 7 nin mertebesi
de p nin bir kuvvetidir. Ayrica, < a > N < b >= {e} oldugundan,
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|a| = p™ dir. O halde, G icinde mertebesi en bilyiik olan elemanlardan
biri @ dir. Tiimevarim hipotezinden, G =< @ > X K olacak bigimde bir
K < G vardir. Eger

K={ueG: uekK}
tamimlarsak, < b > < K < G olur ve
we<a>NK =ue<a>NK={<b>}
—ue<b>N<a>=u=ce
oldugundan, < a > N K = {e} dir. Diger yandan, K = K/ < b >,
G=<a>xK =<a>aK, |G| =|G|/p oldugundan,
Gl/p=1G| = [a]-[K|=lal-|K|/p , |G]=lal-|K|]=]|<a>K|

dir. Boylece, < a > K = G ve sonug olarak, G =< a > xK oldugu
goriiliir. Bu, Lemma 3 iin kanitin1 tamamlar. .

Lemma 4. G, mertebesi bir asal sayinin kuvveti olan bir sonlu Abel
grubu ise, G, sonlu sayrda devirli altgrubunun i¢ dolaysiz carpimadar.

Kanit. Lemma 3 ve |G| iizerinde tiimevarim. .

Boylece, bu dort lemma ile, her sonlu Abel grubunun, her birinin
mertebesi bir asal sayinin kuvveti olan sonlu sayida devirli altgrubun ig
dolaysiz carpimi oldugunu, yani Temel Teorem’in ilk kismini, kanitlamig
bulunuyoruz. Temel Teorem’in ikinci kismi olan tek tiirliligiin kaniti,
asagidaki lemmadan elde edilir:

Lemma 5. p bir asal say, n bir pozitif tamsayr ve G, mertebesi
p" olan bir Abel grubu olsun. Hy,... H,; Ki,..., Ky, G nin devirli
altgruplary ve |Hy| > |Ho| > -+ > |Hy| > p; |Ky| > |[Ko| > -+ >
|Ks| > p olmak dizere G = Hy X ... x H, , G =K x---x K ise,
r=s dirve heri=1,...,r i¢in |K;| = |H;| dir.

Kanit (n iizerinde tiimevarim). n = 1 ise, G = H; = K; olmasi
gerekir. Simdi, Lemma 5 in, 1 < k < n olan her £ icin dogru oldugunu
kabul edelim ve |G| = p™ olsun. Bu takdirde, G nin, mertebesi p olan
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elemani vardir ve G? < G dir(Bak. Aligtirma 10.3). Eger |H,|=--- =

|H,| = p ise, o takdirde, her z € G i¢in 2P = e olur ve bu nedenle
|Kq| = --- = |K4| = p olmak zorundadir. Dolayisiyla, bu durumda,
p" = |G| = p" = p*; buradan da r = n = s olur. Eger |K | = --- =
|Ks| = p ise, benzer sekilde, r = s ve |H,| = --- = |H,| = p oldugu

goriiliir. O halde, en az bir 7 i¢in |H;| > p ve en az bir j icin |Kj| > p
oldugunu kabul edebiliriz. Bu kabulle, |H;| > p olan en biiyiik 4 indisi
', |K;| > p olan en biiyiik j indisi s’ olsun. O zaman

GP=H! x---x H, = KV x--- x K,

dir. Burada, her ¢ > ' ve her j > ¢’ icin |H;| = | K| = p ve dolayisiyla,
H! = K} = {e} olacagmna dikkat ediniz. |G?| = p¥, k < n,
oldugundan, tiimevarim hipotezine gore ' = s’ ve her ¢ = 1,...,7’
icin |[H?| = |K?| olmahdir. Ayrica, H; ve K; devirli oldugundan,
her i = 1,...,7" i¢in |H;| = p|H"| ve |K;| = p|K;?| dir. O halde her
i=1,...,7" icin |H;| = |K;| dir. Son olarak,

G=Hy % xHyx Hyy xx Hy = Ky X X Ky X Koy X - X K
ifadelerinden mertebeler hesaplanirsa,

|G| = [Hy|-- |Hp|-p'" = |Ky|- | Kp|-p*"

ifadesi ve buradan, r — " = s — r’ elde edilir. Boylece, r = s oldugu ve
her i =1,---,r i¢in |H;| = |K;| oldugu goriiliir. .

Yukaridaki lemmanin sonucu olarak, Temel Teorem’deki tek tirlulik,
mertebesi bir asal sayinin kuvveti olan Abel gruplar: i¢in ve dolayisiyla,
her sonlu Abel grubu i¢in kanitlanmig olur.

Temel Teorem’den hemen elde edilebilecek sonuclardan biri gudur:

Sonug 1. G bir sonlu Abel grubu, m | |G| ise, G nin en az bir
altgrubunun mertebesi m dir.

Kanit. pq, ... ,p, asal sayilar ve rq, ... ,r; pozitif tamsayilar
olmak tizere

G:Zm” D DZpr |G| :pql"'pzk
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kabul edebiliriz. m | |G| oldugundan, uygun 0 < s; <7, 1 <4 <k,

icin m = pi' - - ppt yazabiliriz. Her ¢ = 1,...,k igin Gyle bir a; € Z,,»
segelim ki, |a;| = pi* olsun ve H =< a; > @---® < a; > alalim. O
zaman |H| = m olur. .

Sonlu Abel gruplarinin Temel Teoremi, bazen, yukarida ifade edildi-
ginden biraz daha farkl olarak ifade edilir. Bu farklh ifadeye ulagmanin
bir yolunu agagida 6zetliyoruz. G bir sonlu Abel grubu ise, G nin Temel
Teorem’deki ifadesini agagidaki gibi diizenleyebiliriz: p; > -+ > py
farkli asal sayilar; her ¢ =1, ..., k;j=1, ..., rigin t; >0 ve
ayrica j < v ig¢in t;; > t;, olmak iizere

G= Zpltn S ZpltIQ S Zp1t13 & -+ D Zpltlr @
Zp2t21 @ Zp2t22 @ Zp2t23 b -+ &b Zp2t2r &)
Zpktk'l @ Zpktlﬁ @ Zpkth @ e @ Zpktkr

yvazalim. Bu takdirde, her j =1,...,r icin
mj = piipy' L pyth
tanimlarsak, her j = 2,... 7 icin m; | m;_; ve
G=2Zum @y, D DL,

olur. Boylece elde edilen mq,..., m, tamsayilar: tek tiirlii belirlidir.
Gergekten, eger her j = 2,... s i¢in p; | pj1 ve G = Zy, @ Zy, ©
@2y, olan 1 < pg < pgy < --- < py sayilan varsa, v = s ve her
J=1,...,7ric¢in pu; = m; dir. Bunu gormek icin, yukarida yapilanlar
tersine isletilerek, her bir p; nin asal ¢arpanlarina ayrihg diisiiniiliirse,

u;; > 0 olmak iizere p; = py™ -+ p.™ oldugu ve

G(pi) B2y ®Lypia @+ DLy, Z Ly BLyvi &+ B Lo
oldugu goriiliir. Temel Teorem’in birinci ifadesinden r = s oldugu, her
j=1,...,ricin pi¥ = p' ve dolayisiyla, p; = my; oldugu goriiliir.

Temel Teorem’in Ikinci Ifadesi. Eger G bir sonlu Abel grubu
ise, oyle tek turli belirli mq,...,m, tamsayilary bulunabilir ki her
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J=2,...,7rd¢inm; | mj_y ve
G2l Loy D B L, (2)
dir. [ ]
Ornek 1. G = Zoy2 B Ly B Zs B Zs D Ly D Zs grubunun (2) deki
bicimde yazilisi s0yle elde edilir: Gosterimler yukaridaki gibi olmak

uzere p; = 5, pp = 3, p3 = 2 alinwrsa, t1; = 1, ti9 = 1, t13 = 1;
tor =1, teo = 0, o3 =0; t31 =2, t30=1, t33 =0 ve

my=5-3-22=60, my=5-2=10, m3 =5
elde edilir. Boylece,

G=ZeyD®ZiDZLs

oldugu goriliir. O

Tamim 2. Temel Teorem’in ilk ifadesinde ortaya ¢ikan pi*,. .., pp*
sayilarina G nin basit ¢arpanlan , ikinci ifadede ortaya ¢cikan myq, ..., m,
sayilarina da G nin degismez ¢arpanlar denir. O

Temel Teorem’in ispatindaki yontemle, mertebesi p™ (p asal) olan bir
G Abel grubunun devirli gruplarin dolaysiz ¢carpimi olarak yaziligi soyle
programlanabilir: Once, G nin mertebesi en biiyiik olan elemanlarindan
biri, diyelim ki a; alinir,

G=<a >xK,, G =<a >

bulunur. Sonra, varsa, G iginde mertebesi p* < |G|/|G4| olan ve
her j =0,1,---,k—1 icin ¥ ¢ G, kosulunu saglayan elemanlari
arasinda mertebesi maksimum olan biri secilir,

G:<CL1>X<CL2>XK2, G2:G1X<CLQ>

bulunur. Sonra, varsa, G iginde mertebesi p' < [G|/|G5| olan ve her

j=0,1,...,t—1 icin agj ¢ (G kogulunu saglayan elemanlari arasinda
mertebesi maksimum olan biri segilir,

G =<a;>X<ay>x<ag3>xK;, G3=0Gyx <az>
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bulunur ve bu iglem siirdiirtiliir. Bu siirecin sonlu olacag aciktir.

Ornek 2. z§, in G =1{1,9,16,22,29,53,74,79,81} altgrubunu ele
alalim. Bu grubun elemanlarinin mertebeleri agagidaki tabloda gosteril-
migtir:

| Eleman [[1]9]16[22|29[53]74|79[81|
| Mertebe [ 1|33 |3 [3]3]|3]3]3|

a; = 9 secelim. O zaman, G; =< 9 > = {1,9,81} olur. ay = 16
secersek, G =< 9> x <16 > = G, ve boylece, G = Z3 B Z3 oldugu
goriiliir. O
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