BOLUM 14

TAMLIK BOLGELERI VE CISIMLER

Bu bolimi bitirdiginizde,

e halkalarda bodlenler, sifir-bodlenleri
e tamlik bdlgeleri

e kisaltma kurali

e aykiri cisimler

e cisimler

e kuaterniyonlar

e bir halkanin karakteristigi

hakkinda bilgi sahibi olabileceksiniz.
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TAMLIK BOLGELERI VE CISIMLER

Bundan o6nceki boliimde tanimladigimiz halka kavrami, tamsayilar
kiimesinin cebirsel yapisinin soyutlanisi olarak diigiiniilebilir. Ancak,
her soyutlamada oldugu gibi burada da tamsayilar kiimesinin baz1 temel
ozelliklerinin kayboldugu soylenebilir. Bagka bir deyisle, halka kavrami,
tamsayilar kiimesinden ¢cok daha genig bir cebirsel yapiy1 ifade eder. Bu
boliimde, tamsayilar kiimesi ve rasyonel sayilar kiimesine daha yakin
cebirsel yapilardan soz edecegiz: Tamlik bolgeleri ve cisimler.

Tamsayilar icin temel kavramlardan biri olan “bolen” kavrami her-
hangi bir halka icin de tanimlanabilir.

Tanim 1. H bir halka; x,a,b € H olsun. Eger ab = x ise, a ya
2 in bir sol boleni, b ye de x in bir sag boleni denir. Eger a € H, z in
hem sol hem de sag boleni ise, a ya x in bir boleni denir. ]

Degismeli halkalarda bir eleman icin sol bolen, sag bolen veya bolen
kavramlarinin ¢akistigina dikkat ediniz.

Ornek 1. R2*%'de
1 —1][21] [10
1 o1 1] |21

oldugundan, l i _(1) ] , l Lo in sol boleni; [ ? 1 ] de ayni elema-

nin sag bolenidir. O
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Birimli bir halkada bir elemanin tersinir olmasi, o elemanin birim
eleman 1 in bir boleni olmas1 demektir.

Bir halkada sifirin bazi bolenleri 6zel 6neme sahiptir.

Tanim 2. H bir halka; a,b € H; a # 0,b # 0 ve ab = 0 ise, a ya H
nin bir sol sifir-boleni, b ye de H nin bir sag sifir-béleni denir. Hem sag
hem sol sifir-boleni olan bir elemana da H nin bir sifir-boleni denir. O

Degismeli halkalarda yukaridaki ii¢ kavramin cakigtigi aciktir.

Ornek 2. R2*?de A = l(l) 8],3: [0 Ol,C: lo 0]

alalim.

(28] e8]

oldugundan, A, bir sol sifir-boleni; C, bir sag sifir-boleni ve B, bir
sifir-bolenidir. O

Onerme 1. Birimli bir halka icinde tersinir olan bir eleman, o
halkanin sol veya sag sifir-boleni olamaz.

Kanit. H, birimli bir halka; a € H tersinir bir eleman ve a nin tersi
a~! olsun. Eger b € H ve ab = 0 veya ba = 0 ise, bu ifadeler soldan veya
sagdan a~! ile carpilarak a~'(ab) = b = 0 veya (ba)a™' = b = 0 elde
edilir. Bu, a elemaninin H nin sol veya sag sifir-boleni olamayacagini
gosterir. .

n > 2 icin Z,, halkasinin sifir-bolenleri nelerdir? Bu sorunun yaniti
asagidaki onermede verilmektedir.

Onerme 2. n > 2 ve a € 2,\{0} ise, asaqidakiler denktir:

(1) a ven aralarnda asaldir.
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(11) a, Z, iginde tersinir.

(1ii) a, Z, nin sifir-béleni degildir.

Kanit. (i) = (ii) oldugunu biliyoruz(Bak. Ornek 13.9). Onerme
1 den, (it) = (di7). Diger yandan, eger a, Z, nin sifir-boleni degilse,
a ve n aralarinda asal olmak zorundadir. Ciinkii, aksi halde a ve n nin
bir ortak béleni ¢ € Z,, bulunur. a = ca; ve n =cny; ay,ng € Z,\{0}
olsun. O zaman, an; = a;cny = 0 olur ki bu, a elemanimin Z,, nin bir
sifir-boleni oldugunu gosterir. Dolayisiyla, (iii) = (i). .

Tanim 3. H, birimli degigsmeli bir halka; 15 # Oy ve H nin hig
sifir-boleni yoksa, H ye bir tamiik bélgesi denir. O

Bu tanima gore, 1y # Oy olan birimli degismeli bir H halkasinin
tamlik bolgesi olmasi icin gerek ve yeter kosul,
a,be H ab=0=—=a=0veyab=20

olmasidir.

Ornek 3. Simdiye kadar tanidigimiz halkalardan 7, Q, R, C, zli],
Z[v/2], Q[z] ten her biri bir tamhk bélgesidir. Eger p asal say1 ise, Z,
nin bir tamlik bolgesi oldugunu gormek zor degildir. O

Ornek 4. 2z halkasi, birim elemani bulunmadigindan; R™*", de-
gigsmeli olmadigindan veya sifir-bélenleri bulundugundan; asal olmayan
her n > 1 igin Z,, sifir-bélenleri bulundugundan, tamlik bolgesi degil-
dir. O

Bir tamlik bolgesi, carpma iglemine gore bir grup olugturmasa da
carpimsal gruplarin sahip oldugu bir 6zellige sahiptir: Kisaltma kurals.
Onerme 3. H bir tamlik bolgesi; x,y,z € H olsun. Eger x # 0 ve

ry = xz ise, y = z dir.

Kanit. zy = zz ise, z(y —z) = 0 olur. = # 0 oldugundan, y—z =0
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ve boylece, y = z dir. .

Tamsayilar halkas1 Z ve rasyonel sayilar halkasi Q, her ikisi de
tamlik bolgesi olmalarina kargin, bunlarin farkli cebirsel yapilar olus-
turduklar1 aciktir. Bu farklihgi yansitan cebirsel yapilar i¢in yeni bir
isim verilmesi yerinde olacaktir.

Tanim 4. Birimli bir H halkasinda 15 # Oy ise ve H nin sifirdan
farkli her elemani tersinir ise, H ye bir aykir: cisim denir. O

Yukaridaki tanimdan da goriilecegi tizere, 1y # Oy olan bir H
halkasinin aykir1 cisim olmasi igin gerek ve yeter kosul, H* = H\{0}
olmasidir. Simdiye kadar ele aldigimiz halkalar arasinda Q, R, C
ve p asal olmak iizere Z,, aykir1 cisim ornekleridir. Bu aykir cisim-
lerde carpma iglemi degigsme Ozelligine sahiptir. Aykir: cisim taniminda
carpma igleminin degigsme ozelligine sahip olmasi kogulu yoktur. Carp-
ma iglemi degigsme ozelligine sahip olmayan aykiri cisimlerin standart
ornegi kuaterniyonlar aykiri cismidir.

Ornek 5. K = ROR ®R & R toplamsal Abel grubunu cle
alalim. K min toplama igleminin, R deki toplama iglemi yardimiyla,
bilegenlere gore tanimlandigini animsayiniz. K iizerinde bir de ¢arpma
islemi tamimlayip K ya bir halka yapisi kazandirmak istiyoruz. Bunu,
K nin agagidaki elemanlarini kullanarak gerceklestirecegiz:

1=(1,0,0,0), i=(0,1,0,0), j=(0,0,1,0), k =(0,0,0,1)
Her xy, x5, 23,74 € R i¢in
x1 = (21,0,0,0), 221 = (0,22, 0,0), z3j = (0,0, 23,0), x4k = (0,0,0,x4)
olsun. Bu durumda her (1, x9, 23, 24) € K igin
(71, 72,73, 24) = T1 + D21 + 23 + 14k
olur ve K icindeki toplama iglemi
(21 + 2ol + 23] + 24k) + (y1 + Yol + ysj + yuk)
= (z1 4+ y1) + (32 + y)i+ (w3 + y3)i + (22 + ya)k
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olarak ifade edilebilir. Carpma igleminin tanimina, i, j ve k nin birbir-
leriyle ¢carpimini tanimlayarak bagliyoruz:

iZ=j=k>=-1,ij=k, jk=1i, ki=}j, ji= -k, kj=—i, ik= —j.
Bu ¢arpimlar: animsamanin bir yolu, Fraleigh’in isaret ettigi gibi,

i, j, k, i, j, k
dizisinde ardigik iki terimin saga dogru carpimini bunlarin sagindaki ilk
eleman, sola dogru ¢arpimini ise, bunlarin solundaki ilk elemanin eksi

isaretlisi olarak almaktir. Carpma igleminin tanimini, 1, birim eleman
olacak bicimde, yani her x € K icin

xl=1x=x

olacak bigimde siirdiiriiyoruz. K nin herhangi iki elemaninin ¢carpimini
da yukaridakilere ek olarak, birlegme 6zelligi ve dagilma ozellikleri sag-
lanacak bi¢imde, goyle tanimlhiyoruz:

(21 + Zoi + 23] + 24K) (Y1 + yoi + ysj + y4k)
= (T1y1 — ToY2 — T3Y3 — TaYa)
+(z1y2 + T2t + T3Ys — T4y3)i
+(21y3 — Toys + T3y + Tay2)j
+(21Ys + T2ys — T3Y2 + 2471 )k

< K,+,- > nin birimli bir halka oldugunu gostermeyi okuyucuya
aligtirma olarak birakiyoruz. ij = k ve ji = —k oldugundan, bu halka
degismeli halka degildir. 0 = (0,0,0,0), 1x = 1 dirve 1x # Ok
dir. K nin bir x = 21 + o1 + 23) + 24k elemaninin sifirdan farkh
olmasi icin gerek ve yeter kosul, x1, o, x3, x4 ten en az birinin sifirdan
farkl olmasidir. K nin sifirdan farkli her elemaninin tersinir oldugunu
gosterirken, her z;, x5, x3, x4 € R i¢in

(1 + @i + 23] + w4K) (1) — 2ol — 23j — w4K) = 23 + 23 + 22 + 22

oldugunu gormek onemlidir. Karmagik sayilardakine benzer bicimde,
her x = x1 4+ x21 + x3j + x4k i¢in

_ o . 2
X =12, — ol — 23j —wuk , |x|" =22+ 23+ 22+ 22
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tanimlanirsa, sifirdan farkli her x elemaninin tersinin,

-1 _ x _ x> i X33 T4
X = o T e Tk
oldugu goriiliir. Sonug olarak, K (degismeli olmayan) bir aykir1 cisim-
dir. Kuaterniyonlar halkas: olarak bilinen K nin,

G = {+1, +i, +j, +k}

altkiimesi, bir carpimsal gruptur ve mertebesi 8 olan bu grubun Alis-
tirma 8.5’te verilen gruba izomorf oldugunu gérmek zor degildir. Bu,
s0z konusu grubun neden kuaterniyonlar grubu olarak adlandirildigin
acik lar. O

Tanim 5. Eger H, degismeli aykiri cisim ise, H ye bir cisim
denir. O

Yukaridaki tanimdan da goriilecegi tizere, 1y # 0Oy olan bir H
halkasinin cisim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, H\{0} m bir Abel
grubu olmasidir. §imdiye kadar ele aldigimiz halkalar arasinda Q, R, C
ve p asal olmak iizere Z,, cisim ornekleridir. Eger n asal degilse, Z,
cisim degildir. Kuaterniyonlar halkasi, K, degismeli olmadigindan,
cisim degildir.

Cebirde 6nemli sonuclardan biri, her sonlu aykiri cismin bir cisim
oldugunu ifade eder. Wedderburn Teoremi olarak bilinen bu sonucun
ispat1 bu kitabin kapsami disindadir. Ilgilenen okuyucu, ispat icin daha
ileri diizeyde cebir kitaplarina bakabilir. Bu baglamda, asagidaki teo-
remi veriyoruz.

Teorem 1. Her cisim bir tamlik bolgesidir ve her sonlu tamlik
bolgesi bir cisimdir.

Kanit. F bir cisim olsun. Cisim tanimindan, F, birimli degigme-
lidir ve 1p # Op dir. Onerme 1 e gore, F' nin hi¢ sifir-béleni yoktur.
Boylece, her cisim bir tamlik bolgesidir. Simdi, H, bir sonlu tamlhik
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bolgesi olsun. Tamlik bolgesi tanimindan, 1y # 0y dir. a € H\{0}
alahm. Eger a = 1y ise, a tersinir ve a=! = 1y dir. a # 1y ise, H
icinde

1y =d’ a,d?,...,d,...
dizisini diigiinelim. H sonlu oldugundan, oyle ¢ > 0 ve j > 7 tamsayilar
vardir ki @' = o’ dir. Boylece,

al =a’ = a'(a’7?)

olup Onerme 3 ten 15 = o/~ oldugu; dolayisiyla,

Iy =d " =a(ad~1),
buradan da a nin tersinir ve

a—l — a]—z—l

oldugu goriliir. .
Simdi, halkalar1 birbirinden ayirt edici bir kavrami ele alacagiz.

Tanim 6. Bir H halkasi verilmig olsun. Eger her x € H igin
nx = 0 olacak bigimde z den bagimsiz n pozitif tamsayilar1 varsa, bu
ozellige sahip en kiigiik pozitif tamsayiya H halkasinin karakteristigi
denir. Boyle bir pozitif tamsay1 yoksa, H nin karakteristigi, sifir olarak
tanimlanir. O

Z, Q, R ve C nin her birinin karakteristigi sifirdir. Her n > 1
icin Z,, nin karakteristigi n dir. Katsayilar1 Z,, icinde olan polinomlarin
olugturdugu 7, [z] halkasinin karakteristigi de n dir.

Birimli halkalarda karakteristigi belirlemek daha kolaydir:

Teorem 2. H, birim elemant 1 olan bir birimli halka olsun. Bu
takdirde,

(1) 1 in < H,+ >’da mertebesi sonsuz ise, H nin karakteristigi
sufurdar.

(17) 1 in < H,+ >’da mertebesi n ise, H nin karakteristigi n dir.
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Kamit. (i) Eger 1 in < H,+ >’da mertebesi sonsuz ise, n -
1 = 0 olacak bicimde hi¢ pozitif tamsay1 yoktur. Dolayisiyla, H nin
karakteristigi sifirdir.

(17) Eger 1 in mertebesi n ise, n-1 = 0 6zelligine sahip olan en kiigiik
pozitif tamsay1 n dir. Ayrica, her € H igin nz = (n-1)x =0z =0
oldugu agiktir. Demek ki her z € H i¢in nx = 0 dir ve bu 6zellige sahip
en kiiclik pozitif tamsay1 n dir. .

Teorem 3. Bir tamlik bolgesinin karakteristigi ya sifir ya da bir
asal sayudar.

Kanit. H bir tamlik bolgesi, H nin karakteristigi, n # 0 olsun.
Eger n asal degilse, n = rs olacak bicimde 1 < r,s < n tamsayilar
vardir ve bu durumda 0 =n-1=(rs)-1=(r-1)(s-1) olur. H, tamlik
bolgesi oldugundan, » -1 = 0 veya s -1 = 0 olmas1 gerekir ki bu, n
nin n - 1 = 0 6zelligine sahip en kiiclik pozitif tamsay1 olma 6zelligi ile
celisir. O halde, n, asal olmahdir. .

Boliim 13’te kanitladigimiz Binom Teoremi, karakteristigi sifir ol-
mayan halkalarda cok basit bir goriiniim alir. Asagidakiler, Binom
Teoremi’nin sonuclaridir.

Onerme 4. H, karakteristigi bir asal sayi, p, olan bir halka;
r .,y € H vexy=uyx olsun. Bu takdirde,

(z +y)P =P+

olur.

Kanit. Binom Teoremi'ne gore

(z+y)=>_ ( . ) aty?

k=0

ve Onerme 13.1(iv) e géreher k = 1,2,- -+, p—1licinp | ( ]]z ) Boylece,
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her k=1,2,---,p—1 ve her a € H i¢in (z>~a=001urve
(x+y)"=a+y°
oldugu goriiliir. .

Onerme 4 ten tiimevarimla asagidaki sonug elde edilir:

Onerme 5. H, karakteristigi bir asal sayi, p, olan bir halka;
x .,y € H vexy=yx olsun. Bu takdirde,

(z+y) =a" +y”

olur. .
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