BOLUM 15

IDEALLER VE BOLUM HALKALARI

Bu bolimi bitirdiginizde,

e halkalarda idealler

e bolim halkalari

e bir halkanin bir altkimesinin ilirettigi ideal
e sonlu iretilmig idealler

e tek iiretegli idealler

e asal idealler

e maksimal idealler

hakkinda bilgi sahibi olabileceksiniz.
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IDEALLER VE BOLUM HALKALARI

Gruplar i¢in normal altgruplar yardimiyla boliim gruplar: olugturu-
yoruz. Her halka bir toplamsal Abel grubu olduguna gore, bir halkanin
herhangi bir althalkasina gore (toplamsal) boliim grubu diigiiniilebile-
cegi aciktir. Bir H halkasi ve onun bir A althalkasi verildiginde, H,
toplamsal Abel grubu ve A, onun altgrubu olarak diisiiniiliince,

H/A={x+A: 2€ H}
da bir toplamsal Abel grubu olur. Egkiime toplaminin
(r4+A)+y+A)=@C+y +4

bi¢iminde tamimlandigin1 animsayimiz. Acaba H nin carpma islemi,
eskiimeler iizerinde bir ikili iglem indirger mi? Egdeger deyisle,

(x+A)(y+A)=(zy) + 4,

H/A iizerinde bir ikili iglem tamimlar mi? Bu sorunun yaniti, bazi
althalkalar icin olumlu, bazilari i¢in ise olumsuzdur.

Ornek 1. H=17 ve A = nZ, n > 1 alalim. Bu takdirde, z,y € Z
icin
(x+nZ)(y +nz) = (zy) + nz,

7 /nZ iizerinde bir ikili iglemdir (Nedeni iizerinde diigiiniiniiz). O
Ornek 2. H =R>2 A= { i 8 : 2 € R} olsun. Bu takdirde,

H nin ¢arpma iglemi, H/A iizerinde bir ikili iglem indirgemez. Bunu
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s mek icin. H o 112 _ 0 2 100
gormek i¢in, nin, m=1 o opbm=|_41 o0"= |9 3]

0 3
m— my € A, r—r; €A, fakat mr —myr; € A dir. Diger bir ifadeyle,
m+A=m+A r+A=r+ A fakat mr+A#mri+Adir. 0O

ry = l -2 0 elemanlarin1 alalim. Kolayca goriilebilecegi iizere,

Hangi althalkalar icin carpma iglemi eskiimelere taginabilir? Bu
sorunun yaniti arastirihirken agagidaki kavram ortaya cikar.

Tanim 1. H bir halka, A onun bir althalkasi olsun. Eger her a € A
vex € Hicinaxr € A ve xa € Aise, A ya H nin bir ideali denir. O
H nin bir A althalkas1 ve x € H igin
tA={za:a€ A} ve Ax={ar:a€ A}

tanimlayalim. Bu takdirde, A nin H i¢inde bir ideal olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul, her x € H icin Ax C A ve xA C A olmasidir. H nin
bir althalkasinin ideal olup olmadigi, asagidaki teoremde verilen pratik
yolla kolayca belirlenebilir.

Teorem 1. H bir halka, A C H olsun. A min, H nin bir ideali
olmasi icin asagidaki uc kosul gerekli ve yeterlidir:

(1) 0 € A,

(1) a,b€e A= a—be A,

(1ii) a € A, x € H = az, za € A.

Kanit. Teorem 13.3’te verilen, althalkalarla ilgili sonuc ve ideal

tanimi kullanilarak gerceklegtirilebilecek olan bu kanit okuyucuya alig-
tirma olarak birakilmistir. .

Ornek 3. Her H halkas icin {0} ve H, H nin idealleridir. O

Tanim 2. {0} idealine, H nin sifir ideali denir. H nin, A # H
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kosulunu saglayan bir A idealine, H nin dzideali; H ye ise H nin
ozolmayan ideali denir. O

Ornek 4. Her n > 1 icin nZ, 7 nin bir idealidir. O

Ornek 5. A= {f € 8[0,1]: f(1/2) = 0}, S[0,1] in bir ézidealidir.
Gergekten, Teorem 1 deki kogullarin hepsi saglanmakta olup A # S0, 1]
dir. Bununla beraber, B = {f € S§[0,1] : f, # = }’de tiirevli } kiimesi,
§[0,1] in bir ideali degildir. Ciinkii, 6rnegin,

1-2x , 0<zx
h(x):{O Log
2

Y

INIA
— N

ile tanimlanan h € S|0, 1] fonksiyonu ve 1(x) = 1 ile tamimlanan, B nin
elemani olan, birim fonksiyon icin h -1 ¢ B dir. O

H bir halka, A onun herhangi bir althalkasi; x,y,r, s € H olsun.
Egero+A=r+A ve y+A=s+Aise,z—r € A ve y—s € Aolur.
Eger ek olarak A, H nin bir ideali ise, (x —r)y € Aver(y—s) € A
ve dolayisiyla, (x — )y +r(y — s) = xy — rs € A olur. Sonug olarak,
xy + A = rs + A oldugu goriiliir. Su halde, eger A althalkast H nin
ideali ise, H nin ¢arpma islemi, egkiimelere taginabilir. Karsit olarak,
H nin carpma islemi A min H icindeki eskiimelerine tasinabiliyorsa,
a € Ave x € H elemanlan verildigindea+ A=0+Aver+A=a0+A
oldugundan, az + A= (a+ A)(z +A) = 0+ A)(z+A) =0+ A= A,
za+A=(x+A)(a+A) =(x+A)(0+ A) =0+ A= A ve boylece,
ar € A, za € A oldugu goriiliir ki bu, A nin bir ideal oldugunu gosterir.

Yukarida elde edilen sonuglar1 bir teorem olarak ifade ediyoruz:

Teorem 2. H bir halka; A onun bir althalkast ise, asagidakiler
denktir:

(1) A, H nin bir idealidir.

(13) H nin ¢arpma islemi H/A dzerinde bir ikili islem indirger. w

Boylece, H bir halka ve A onun bir ideali ise, < H/A, +,- > cebirsel
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yapisindan s6z edebiliriz.

Teorem 3. H bir halka ve A onun bir ideali olsun. Bu takdirde,
(1) H/A bir halkadur.
(13) H degismeli halka ise, H/A da degismeli halkadur.

(1ii) H birimli ve A # H ise, H/A birimlidir ve bu durumda H/A
nwn birtm elemant 1y + A dor.

Kanit. (i) Gruplarla ilgili ¢aligmalarimizdan, < H/A,+ > nin
bir Abel grubu oldugunu biliyoruz. Eskiimeler i¢in ¢carpim tanimindan,
x,y,2 € H igin

(+A)((y+A)(z+4) = (z+A)((yz) + 4) = z(yz) + A
= (zy)z+ A= ((ay) + A)(z+ A)
= (@ +A)(y+A4)(z+4)

oldugu ve boylece, < H,- > nin birlesme 6zelligi bulundugu goriiliir.
Sol ve sag dagilma ozellikleri de benzer bigimde gosterilebilir. Bunu ve
kanitin geri kalan kismini1 okuyucuya aligtirma olarak birakiyoruz. =

Tamim 3. H bir halka ve A onun bir ideali ise, H/A ya H nin A

idealine gore bolum halkasy denir. O
Ornek 6. Ornek 8.8'de oldugu | || [0] | [1] ‘ 2] ‘ [3] ‘

gibi, Z /47 nin elemanlarim [0], [1], [0] || [0] | [0] | [O] | [O]

[2], [3] ile gosterelim. Bu takdirde, NERORENEREREE

Z/AZ nin ¢arpma igleminin tablosu 2] (| [0] | [2] | [O] | [2]

yanda, verildigi gibidir. BIIO B[RO 4

Ornek 7. H=17,®%, A= {(z,2y) : 2 € Zy, y €z} olsun. A
nin ideal oldugunu gérmek zor degildir (gosteriniz). Ayrica,

H/A={(0,0)+ A, (0,1)+ A}

dir. Gergekten, (a,b) € Hise,a € {0,1} veb=2k+t, k €z ,t € {0,1}
dir. Dolayisiyla, (a,b) = (0,t) + (a,2k) € (0,¢) + A dir. 0
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Teorem 4. H bir halka ve A = {A; :i € I}, H nin ideallerinden

olugsan bir topluluk olsun. Bu takdirde, A = (\ A; de H nin bir idealidir.
el

Kanit. Alstirma. Teorem 1 i kullaniniz. .
Tanim 4. H bir halka, S C H olsun. H nin S yi kapsayan en kiiciik
idealine H i¢inde S tarafindan tretilen ideal denir ve bu ideal < S > ile
gosterilir. Eger S sonlu, S = {ay,...,a,} ise, < S >= < ay,...,a, >
vazilir. A, H nin bir ideali ve A =< a4,...,a, > ise, A ideali sonlu

uretilmis idealdir denir; A = < a > olacak bi¢cimde a € H varsa, A
ideali H nin tek tretec¢li idealidir denir. O

Eger S C H ise, S nin iirettigi ideal, H nin S yi kapsayan tiim
ideallerinin kesigimidir. Eger H birimli ve degismeli bir halka ise,

n
<S>={Xuzja : neN,aq; €5, r;eH}
Jj=1

oldugu aciktir; 6zel olarak, a € H i¢in
<a>= {za: v€H}
dir.
Ornek 8. Katsayilar1 reel sayilar olan polinomlarin olugturdugu
R[x] halkasi i¢inde z* + 1 in {irettigi ideal,
<a?+1>={f(a)(@*+1): f(z) € R[z]}
ve bu ideale gore boliim halkasi,

Rlz]/ <2?+1> = {ga)+ <2?+1>: g(z) € R[z]}

= {az +b+<2®+1>: abeRr}
dir. Son esitligi gérmek i¢in, g(z) € R[x] verildiginde
g(z) = (2?2 + 1)h(z) + (az + b)

olacak bigimde tek tiirlii belirli h(z) € R[z] ve a,b € R bulunduguna
dikkat ediniz. R[z]/ < 2* + 1 > i¢inde toplama ve garpma iglemleri



IDEALLER VE BOLUM HALKALARI 7

soyledir:

(az4+b+ < 22+1 >)+(cz+d+ < 22+1>) = (a+c)z+ (b+d)+ < 2 +1 >,

(azx+b+ < 2241 >)(cx+d+ < 22+1 >) = acx®+ (ad+bc)z+bd+ < 22+1 >
= (ad +bc)x + (bd — ac)+ < 22 +1 > .

Karmasik sayilarin toplama ve carpma iglemlerini ¢agrigtiriyor mu? O

Bir halkanin bir idealine gore boliim halkasi, halkanin kendisinin
sahip oldugu ozelliklerden ¢ok farkl ozelliklere sahip olabilir. Bu bolii-
mii, bu durumu yansitan iki sonucla kapatacagiz. Once, ideallerle ilgili
iki tanim verecegiz:

Tanim 5. H bir degigmeli halka, A onun bir 6zideali olsun. Eger
x,y € H ve xy € A olunca daima = € A veya y € A oluyorsa, A ideali
H nin bir asal idealidir denir. Eger H nin A y1 kapsayan, A dan bagka,
hi¢ 6zideali yoksa, A ya H nin bir maksimal ideali denir. O

Ornek 9. n > 1 olmak iizere nZ idealinin Z nin asal ideali olmasi
icin gerek ve yeter kogul, n nin asal olmasidir. {0} ideali de Z nin bir
asal idealidir. n > 1 asal ise, nZ, Z nin aynm1 zamanda bir maksimal
idealidir. O

Ornek 10. < 2241 > ideali, R[z] in bir maksimal idealidir.
Gergekten, < 72 +1 ># R[z] oldugu agiktir. Simdi, R[z] in < 22 +1 >
idealini kapsayan bir A idealini diigiinelim. Eger g(z) € A\ <2? +1 >
ise,

g(z) = (2 + 1)h(x) + ax + b; h(x) € R[z], a,b ER

ifadesinde ax + b € A\ < 22 + 1 > olur. Bu durumda, az +b # 0 ve
dolayisiyla, a? + b? # 0 olur. A, ideal oldugundan,

u:(ﬁx—l—ﬁ)(ax—kb)eA

olmalidir. Eger bu carpim hesaplanirsa,

2 2 2
u= gt S = e+ 1) +1€ A
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elde edilir.

_—a?_
a?+b?

(z2+1)e <z*+1> C A oldugundan,

_a®
a?+b?

l=u+ (z2+1)e A

dir. Bu, A = R[z] olmasim gerektirir; ¢linkil, her f(z) € R[z] igin
f(x) = f(z) -1 € A dir. O halde, < 2?2 + 1 > idealini kapsayan, ken-
disinden bagka 6zideal yoktur; yani < 22 + 1 > maksimal idealdir. O

Yukaridaki ornekler dikkatle izlenirse, asal ideallerle olusturulan
boliim halkalarinin tamlik bolgeleri; maksimal ideallerle olugturulan
boliim halkalarinin da cisimler oldugu goriilecektir. Simdi ifade ede-
cegimiz teorem, bunun sadece bu orneklere 6zgii olmadigini, her zaman
dogru oldugunu gosterir.

Teorem 5. H, birimli degismeli bir halka, A onun bir ideali olsun.
Bu takdirde,

(1) A, H nin bir asal idealidir <= H/A bir tamlik bélgesidir.
(17) A, H nin bir maksimal idealidir <= H/A bir cisimdir.
(1ii) A, H nin maksimal ideali ise, A asal idealdir.

Kanit. (i) = A, H nin bir asal ideali olsun. H/A nin degismeli
bir halka olacagini biliyoruz. 1y + A, H/A nin birim elemanidir. A,
ozideal oldugundan, 15+ A # 0y + A dir. Ayrica, v+ A, y+ A€ H/A
icin

(z+A)(y+A)=0+4 = 2y+A=0+A=2ayc A
— €A veyayeA
— v+ A=0+A veya y+A=0+A

oldugundan, H/A nin hig sifir-béleni yoktur.

(i) <= A, H nin bir ideali; H/A, bir tamlik bolgesi olsun. Bu
durumda A # H dir, ¢iinkii, aksi halde H/A = {05+ A} olurdu. Simdi,
x,y € H ve xy € Aolsun. Bu takdirde, (x+A)(y+A) =ay+A=0+A
ve H/A nin hi¢ sifir-béleni bulunmadigindan, x + A = 0 + A veya
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y+ A = 0+ A; bagka bir deyigle, x € A veya y € A olmasi gerekir. Bu,
A nin asal oldugunu kanitlar.

(1) = A, H nin bir maksimal ideali olsun. Bu takdirde, H/A,
birim elemani 1+ A olan birimli, degismeli halkadir ve 15+ A # 0+ A
dir. Iddiay1 kamtlamak icin, z + 4 € H/A, x4+ A# 0+ A alahm. Bu
takdirde, x ¢ A dir. Simdi, B = {hx +a: h € H, a € A} kiimesini
alalm. B nin, H iginde {z} U A nn trettigi ideal oldugu agiktir.
Ayrica, x ¢ A oldugundan, B D A dir. A maksimal oldugundan,
B = H olmalidir. Bu nedenle, 1 € B ve dolayisiyla, 1 = hx + a olacak
bicimde h € H ve a € A bulunmahdir. Bu A elemani i¢in hx —1 € A
oldugundan, 1+ A = ha+A = (h+A)(z+A); sonug olarak, v+ A, H/A
icinde tersinir (tersi h + A dir).

(i1) <= A, H nin bir ideali ve H/A, bir cisim olsun. Bu takdirde,
A # H dir. A C B C H kosulunu saglayan bir B ideali, b € B\A
alahm. b+ A # 0+ A oldugundan, b+ A eleman1 H/A icinde tersinir.
b+ A min H/A daki tersi ¢ + A olsun. Bu durumda, (b+ A)(c+ A) =
bc+ A =1+ A; dolaywisiyla, 1 —bc € A C B olur. Ancak, b € B
oldugundan, be € B dir. Bu nedenle, 1 = (1 — bc) + be € B dir. Bu ise,
B = H oldugunu gosterir. Sonug olarak, A maksimaldir.

(77i) Her cisim bir tamlik bolgesidir. .
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