BOLUM 16

HALKA HOMOMORFIZMLERI VE IZOMORFIZMLERI

Bu bolimi bitirdiginizde,

halka homomorfizmleri

izomorfizm ve otomorfizmler

halkalarda izomorfizm teoremleri

e bir cismin asal altcismi

e bir tamlik bdlgesinin kesirler cismi

hakkinda bilgi sahibi olabileceksiniz.



BOLUM 16

HALKA HOMOMORFIZMLERI VE iIZOMORFIZMLERI

Gruplar tizerindeki caligmalarimizda gruplarin yapilarinin benzerli-
gini incelerken homomorfizm ve izomorfizmlerin ne kadar 6nemli oldu-
gunu gordik. Bu bolimde, bu kavramlarin benzerlerini halkalar i¢in
tanimlayacagiz.

Tanim 1. H ve K halkalar, 0 : H — K bir fonksiyon olsun.
Agagidaki iki kogul saglaniyorsa, o ya H den K ya bir halka homomor-
fizmi denir:

(hh.1) Her x,y € H i¢in o(z +y) = o(z) + o(y) dir.

(hh.2) Her z,y € H icin o(zy) = o(x)o(y) dir. O

Halka homomorfizmi tanimindaki iki egitligin her birinin sol tara-
findaki igslem H icinde, sag tarafindaki iglem ise K icginde iglemlerdir.
Daha once de kullandigimiz deyisle, 0 : H — K nin, H halkasindan
K halkasina halka homomorfizmi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, o nin
toplama ve carpma islemlerini korumasidir.

Grup homomorfizmleri gibi, halka homomorfizmlerini de ¢izelgeler-
le agiklayabiliriz. Asagidaki cizelgede, bir H halkasindan K halkasina
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o homomorfizmi ele alinmaktadir. Bu cizelgede kalin c¢izgiler halka
icindeki iglemleri, ince ¢izgiler ise gortintiileri gostermektedir.

o(x)

X

ry

Ty oxz)+ oy
~  H N

Simdi bazi1 halka homomorfizmi 6rnekleri veriyoruz.

Ornek 1. 0 : Zyy — Zyp , o(x) = 6x fonksiyonunu ele alahm.
Burada, kiimeler olarak Zog C Z3o kabul edilmekte ve 6x, Zj3 icinde,
x in 6 kat1 olarak diigiiniilmektedir. Zs, icinde 6 - 6 = 6 oldugu da
kullanilarak, her z,y € Zog icin

(hh.1) o(x +y) =6(x + y) = 62 + 6y = o(x) + o(y),
(hh.2) o(zy) = 6(xy) = 6 - 6(zy) = (62)(6y) = o(x)o(y)

olur. Boylece, yukarida verilen o fonksiyonu, Zog den Zjsy a bir halka
homomorfizmidir. O

Ornek 2. H bir halka ve A onun bir ideali ise,
d: H — H/A, §(z) = z+A

doniigiimii H den H/A ya bir 6rten halka homomorfizmidir. § ya H
den H/A ya dogal homomorfizm denir. O

Ornek 3. Eger H degismeli halka ve H nin karakteristigi 2 ise, bu
takdirde, ¢ : H — H, o(z) = 2%, H den H ye bir halka homomor-
fizmidir. O

Tanim 2. Eger 0 : H — K bire-bir ve orten bir halka homomor-



4 BOLUM 16

fizmi ise, 0 ya H den K ya bir halka izomorfizmi denir. 0 : H — K
bir halka izomortizmi ise, H ve K izomorf halkalardir denir ve H = K
yazilir. O

Izomorf gruplar ve izomorf halkalar icin aym gosterim kullanilmakla
birlikte, hangisinin kastedildigi konunun akigindan anlagilacaktir.

Tanim 3. Bir halkadan kendi {izerine bir izomorfizme, gruplarda
oldugu gibi, bir halka otomorfizmi denir. O

Ornek 4. Her z = z + 1y € C i¢in Z = x — ¢y oldugunu ve Z ye z
nin eglenigi dendigini animsayimiz. o : C — C, o(z) =z fonksiyonu,
C nin bir otomorfizmidir. Ciinkii, her z1, 29 € C i¢in

(hhl) O'(Zl -+ 22) =21+ 2 =72 +729 = O'(Zl) + O'(ZQ),
(hh.2) 0(2120) = Z122 = 71 Z2 = 0(21)0(22)

olup o, bire-bir ve ortendir. O

Ornek 5. F, karakteristigi p > 0 olan bir sonlu cisim ise,
o, F— F | p,(x)=2a?
fonksiyonu, F' nin bir otomorfizmi olur. Gergekten, her z,y € F icin
(hh.1) pp(z +y) = (x +y)P =2 + y? = p,(z) + ©,(y),
(hh.2) @, (zy) = (zy)? = 27y" = () ep(y)
oldugundan, ¢,, bir cisim homomorfizmidir. Diger yandan,
Po(@) =pply) = " =y’ = (e -yl =0=z=y

oldugundan, ¢,, bire-birdir. F' sonlu oldugundan da ¢,, ortendir.
Sonug olarak, ¢,, F' nin bir otomorfizmidir. ¢, ye F' nin Frobenius
otomorfizms denir. |

Her halka homomorfizmi o : H — K nm, < H,+ > dan
< K, + > ya bir toplamsal grup homomorfizmi olduguna dikkat ediniz.
Bu baglamda biliyoruz ki o min ¢ekirdegi, ¢ek (o), H nin bir toplam-
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sal altgrubudur. Asagidaki teoremde goriilecegi iizere; ¢ek (o), H nin
sadece bir toplamsal altgrubu degil, bir idealidir.

Teorem 1. 0 : H — K, H den K ya bir halka homomorfizmi,
x € H olsun. Ayrica, A, H nin bir althalkasi ve B, K nwn bir ideali
olsun. Bu takdirde,

(i) Hern €N ig¢in, o(nx) = no(z) ve o(a™) = (o(x))™ dir.
(17) o(A) ={o(a):a€ A}, K mn bir althalkasidor.

(1ii) A, H nin bir ideali ise, o(A) da o(H) nin bir idealidir.
(iv) o Y(B)={a € H :0(a) € B}, H nin bir idealidir.

(v) ¢ek (o), H nin bir idealidir.

(vi) H degismeli halka ise, o(H) de degismeli halkadur.

(

vii) H  birimli halka ve o édrten ise, K da birimlidir ve
O'(lH) = 1[( dar.

(viii) o bire-bir <= ¢ek (o) = {0}.
(iz) o: H — K halka izomorfizmi ise, c=' : K — H de halka
izomorfizmidir.
Kanit. Aligtirma. .
Ornek 6. n > 1 verilmig olsun. Grup homomorfizmlerine 6rnek ol-
mak iizere Ornek 12.3’te tanimlanan (mod n) indirgeme homomorfizmi
Op @ L — Ly , op(x) = k,

bir 6rten halka homomorfizmidir. (mod n) indirgeme homomorfizm-
leri, elemanter sayilar teorisinde Diofant denklemleri olarak bilinen
denklemlerin tamsay1 ¢oziimleri aragtirilirken biiyiik kolaylik saglar.
Ornegin,

a’ +b? = 3c?

denklemini saglayan tiim (a, b, c) tamsay1 {igliileri aragtirilirken gu yol
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izlenebilir: Verilen denklemi saglayan bir tamsay: iiclisii (a,b,c) bu-
lundugunu kabul edelim. Bu takdirde, a,b ve ¢ nin ortak carpani
bulunmadigini kabul edebiliriz. Ciinkii, eger ortak carpan varsa, bu
sayilarin her biri o ortak ¢arpana boliintince elde edilen tamsay1 ticliisii
de denklemin bir ¢éziimii olur. Simdi, (mod 4) indirgeme homomor-
fizmini diigiinelim. a? + 0 = 3¢? ye, (mod 4) indirgeme homomor-
fizmi uygulamirsa, o(a)? + o(b)> = 30(c)? elde edilir. Dolayisiyla,
(o(a),o(b),o(c)) liglisii de aym denklemi (Z4’'te) saglar. Z4 {in her
u elemani i¢in, ya u? = 0 ya da u? = 1 oldugu goz oniine alininca,
o(a)* + o(b)? = 30(c)? denkleminin saglanmasi i¢in, Z4'te, o(a)* =
o(b)* = o(c)? = 0 olmahdir. Bu, a,b ve ¢ tamsayilarmin her birinin ¢ift
olmasiyla miimkiindiir. a,b ve ¢ tamsayilarinin ortak ¢arpani bulun-
madigini varsaydigimizdan, bu miimkiin degildir. Demek ki s6z konusu
denklemin hic tamsay1 ¢oziimii yoktur. O

Ornek 7. Zoy den Zsp a tanimli tim halka homomorfizmlerini
bulahm. Zyy den Zszy a grup homomorfizmlerinin, (1) ile tamamen
belirlendigini biliyoruz. Zsy’de 20 -1 = 0 oldugundan Z3y iginde 20 -
0(1) = 0 olmahdir. Diger yandan, Z3 i¢inde 30 - o(1) = 0 oldugundan,
10 - o(1) = 0 olmas: gerekir. Ayrica, Zgg'de 1-1 = 1 oldugundan, Zs
icinde de o(1) - 0(1) = o(1) olmalidir. Z3; un bu kosullar saglayan
elemanlar:

0,6, 15, 21

den ibarettir ve bunlardan her biri, o(1) olarak segilebilir. Boylece, Zq
den Zs3y a halka homomorfizmleri

oo(z) =0, o1(x) =6z, o9(x) =15z, o3(x) =21z

ile tamimlanan fonksiyonlardan ibarettir. O

Grup homomorfizmleri gibi, halka homomorfizmlerinin bilegkeleri de
yine halka homomorfizmidir.

Teorem 2. 0 : H — K ve v : K — L, halka homomorfizmleri
i1se, v o o bileskesi de H den L ye bir halka homomorfizmidir.
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Kanit. 7 o ¢ bilegkesinin ¢arpma islemini korudugunu gostermek
yeter(Neden?). z,y € H igin
o(zy) = o(x)o(y) ve y(o(x)a(y)) = (v(o(x)))(v(a(y)))

oldugundan

vool(ry) =y(o(y)) =~(o(x)oly)) =
(v(a(2)))(v(a () = (v e o(x))(y e a(y))

oldugu goriiliir ki bu, v oo nin ¢arpma iglemini korudugunu gosterir. =

Gruplar i¢in ifade edilen izomorfizm teoremlerinin benzerleri hal-
kalar icin de gecerlidir. Bunlardan birincisini ifade ediyoruz; kanitini
okuyucuya aligtirma olarak birakiyoruz.

Teorem 3 (Halkalarda Birinci izomorfizm Teoremi). o :
H — K bir halka homomorfizmi, ¢ek (o) = A ise, o(x + A) = o(x)
ile tanamlanan @ : H/A — o(H) fonksiyonu bir halka izomorfizmidir.

Kanit. Alstirma. .

Ornek 8. Ornek 6'da verilen, Z den Z, ye, (mod n) indirgeme
homomorfizmi o, i¢in, 0,,(Z) = Z,, ve ¢ek (0,) = nZ dir. Dolayisiyla,
Teorem 3 uygulanarak, Z/nZ = 7, oldugu goriiliir. a

Birimli bir H halkasinin karakteristigi, Z den H ye tanmimlanan 6zel
bir homomorfizmle ¢ok yakindan iligkilidir.

Teorem 4. H, birim elemant 1 olan bir halka ise,
0:%2—H |, ox)=x-1=11inx— katr

ile tanvmlanan o, 7 den H ye bir halka homomorfizmi olur. H nin
karekteristiginin n olmasy icin gerek ve yeter kosul, bu homomorfizmin
cekirdeginin, cek (o) = nZ olmasidir.

Kamit. 2,y € Zigino(z+y) = (v+y)- 1 =z-1+y-1 = o(x)+ o(y)
ve o(zy) = (zy) -1 = (x-1)(y - 1) = o(z)o(y) oldugundan, o bir
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homomorfizimdir. H nin karakteristigi 0 ise, her n # 0 igin o(n) =
n -1 # 0 olacagindan, ¢ek (o) = {0} = 0z dir. Kargit olarak, eger ¢cek
(o) = {0} ise, her n # 0 tamsayisi i¢in n - 1 = o(n) # 0 olacagindan,
H nin karakteristigi sifirdir. Son olarak, H nin karakteristiginin n > 1
olmast i¢in gerek ve yeter kosul, n -1 = 0 olmasi ve n nin bu ozellige
sahip en kiiciik pozitif tamsay1 olmasidir ki bu, ¢ek (0) = nz olmasina
denktir. .

Sonucg 1. Her birimli halka, ya 7 ya da uygun bir n > 1 i¢in Z,
ye izomorf bir althalka icerir.

Kanit. 0 : Z — H, Teorem 4 teki gibi olsun. O zaman, Teorem 4
ten, 0(Z) =2 z/¢ek (o) dir. Ya ¢ek (o) = {0} yada ¢ek (o) =nz, n > 1,
oldugundan, o(z) = 7 veya o(Z) = Z/nZ = 7, dir. .

Sonug 2. Karakteristigi 0 (sufir) olan her cismin, Q ya izomorf
bir altcismi; karakteristigi p > 1 olan her cismin, Z, ye izomorf bir
altcismi vardar.

Kanit. Sonug 1 ¢ gore, eger F' cisminin karakteristigi 0 ise, F' nin
7 ye izomorf bir althalkas1 H vardir. Bu durumda,

K={zvy™": z,yc H, y#0}

F nin Q ya izomorf bir altcismi olur. Eger F' nin karakteristigi p > 0
ise, Sonug 1 e gore, F' nin, Z, ye izomorf olan bir altcismi vardir. .

Simdi, F' herhangi bir cisim olsun. Eger F nin karakteristigi O (sifir)
ise, F' nin her altcismi, Q ya izomorf olan bir altcisim icerir; bu altcisim,
F' nin tiim altcisimlerinin kesigimidir. Eger F' nin karakteristigi p > 0
ise, bu durumda da F' nin her alt cismi, Z, ye izomorf olan bir altcisim
icerir; bu altcisim, F' nin tiim altcisimlerinin kesigimidir.

Bir cismin tiim altcisimlerinin kesigimine, o cismin asal altcismi
denir. Bir cismin asal altcismi, o cismin (kiime kapsama bagtisina
gore) en kiigiik altcismidir. Sonug 2 ye gore, karakteristigi sifir olan
bir cismin asal altcismi Q ya, karakteristigi p > 1 olan cismin asal alt-
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cismi de Z, ye izomorftur. Her iki durumda da asal altcismi izomorf
oldugu cisim ile 6zdegleyerek, karakteristigi sifir olan bir cismin Q yu,
karakteristigi p > 0 olan bir cismin de Z,, yi altcisim olarak kapsadigini
varsayabiliriz.

Tamsayilar halkas: Z, tamlik bolgesi olmasina ragmen cisim degildir;
ancak Z yi kapsayan bir en kii¢iik cisim vardir: Rasyonel sayilar cismi
Q. Bu boliimde son olarak, her tamlik bolgesi i¢in de o tamlik bolgesini
kapsayan bir en kiiciik cisim bulundugunu gorecegiz. Boyle bir cismin
ingasinin, tamsayilardan rasyonel sayilarin elde edilisine ne kadar ¢ok
benzedigine dikkat ediniz.

Bir tamlik bolgesi T verilmig olsun ve
S={(a,b): a,beT, b+#0}
kiimesini ele alalm. Bu kiime {izerinde, (a,b), (¢,d) € S i¢in
(a,b)B(c,d) <= ad —bc=0

ile tanimlanan [ bagintisinin bir denklik bagintisi oldugunu gérmek ko-
laydir. Gergekten, yansima ve simetri ozellikleri ¢ok acik olup, gecigme
ozelligi goyle goriilebilir:

(a,D)(e,d); (e d)3(e, f) = { ey { =

— adf —bde=0 = af —be=0 = (a,b)f(e, f).

a -

Simdi, (a,b) € S i¢in (@,b) nin temsil ettigi denklik simifim, 7 ile
gosterelim:

[(a,b)]p =% ; ¢ =5<+=ad—bc=0.

S icinde (3 ya gore denklik siniflarinin olugturdugu kiimeyi, Kes(T) ile
gosterelim:

Kes(T)=S/8={3: a,beT, b#0}.
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Kolayca goriilebilecegi gibi; 3, 5 € Kes(T) igin

g+g_ad+bc a _ c _ ac
b d ™ bd b d T bd

tanimlanirsa, Kes(T') i¢inde, iyi tamiml ikili iglemler, toplama ve ¢arp-
ma iglemleri, elde edilir. Kes(T), yukardaki iglemlerle birlikte, bir

cisimdir (Bak. Algtirma 13). Kes(T') nin sifir elemani %, birim elemani

% dir. Ayrica,

o:T — Kes(T) , o(a) =

IS}

dontigiimii, 7' den Kes(T') ye bire-bir bir halka homomorfizmidir. Bagka
bir deyisle, o(T") goriintiisii, Kes(T) nin T ye izomorf olan bir al-
thalkasidir (Bak. Algtirma 14).

Tanim 4. Kes(T) ye T nin kesirler cismi denir. O
Ornek 9. Z nin kesirler cismi, Q dur. Kompleks sayilar cisminin

bir alt halkasi olan 7' = Z[i] = {a + bi : a,b € Z} tamhk bolgesinin
kesirler cismi,

Kes(T) ={c+di: ¢,d € Q}

dur ve bu cisim, Qi) ile gosterilir. O
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