BOLUM 8

NORMAL ALTGRUPLAR VE BOLUM GRUPLARI

Bu bolimi bitirdiginizde,

bir grubun ikili igleminin egkimelere taginabilirligi

normal altgrup kavrami

bir altgrubun normalleyicisi

bolim grubu

komitatorler altgrubu

e eglenik siniflari, sinif denklemi

hakkinda bilgi sahibi olabileceksiniz.



BOLUM 8

NORMAL ALTGRUPLAR VE BOLUM GRUPLARI

Bundan onceki boliimde, bir grubun herhangi bir altgrubuna gore
sol egkiimelerinin o grubun bir pargalanigini olugturdugunu ve dolayi-
siyla bir denklik bagintisi verdigini gormiig ve grubun ikili igleminin,
boylece ortaya cikan denklik siniflarina, yani sol eskiimelere, tasinabi-
lip taginamayacagini sormusgtuk. Bu boliimde bu soruyu yanitlayacagiz.

G bir grup ve H < G olsun. H nin G igindeki sol egkiimelerinin
olugturdugu kiimeyi, 6nceki boliimde oldugu gibi, Sol(H) ile gosterelim.
G nin ikili igleminin sol egkiimelere taginabilmesi icin gerek ve yeter
kosulun, z,y,a,b € G olmak iizere

xH =aH , yH =bH = (zy)H = (ab)H (1)

oldugunu biliyoruz.

Eger G bir Abel grubu ise, (1) kogulunun G nin her altgrubu icin
saglandigi, Onerme 7.2(iv) kullanilarak goriilebilir. Ancak, G, Abel
grubu degilse, (1) kogulunun saglanmadigi durumlar vardir.

Ornek 1. G = Dy, H = {do,t,} alahm. H nin G igindeki sol
eskiimeleri Ornek 7.2’de belirlenmis ve

le - kQH , dgH - k‘lH
oldugu goriilmiisti. dyds = dy ve kok; = dy oldugundan
(did3)H # (kok1)H

dir. Boylece, (1) kogulu saglanmamaktadir. Bagka bir deyisle, Dy iin
ikili iglemi, H nin D, ic¢indeki sol egkiimelerine taginamaz. O



NORMAL ALTGRUPLAR , BOLUM GRUPLARI 3

(1) kogulunun hangi durumlarda saglandigi, yani bir grup igindeki
ikili iglemin hangi altgruplarin sol egkiimelerine taginabildigi sorusu
asagidaki teoremde yanitlanmaktadir.

Teorem 1. G bir grup ve H < G ise, asaqidaki onermeler denktir:

(1) G nin ikili iglemi, H nin sol eskiimelerine taginabilir.
(1i) Herx € G i¢in «H = Hux dir.

(it7) Her x € G i¢in xHx' = H dir.

(iv) Herz € G i¢in xHxz™' C H dir.

Kanmit (i) = (4i) G nin ikili igleminin Sol(H) ye tagimabildigini,
yani (1) kogulunun saglandigini varsayalm. z € G' ve z € xH alalim.

Onerme 7.2(iii) ye gore, zH = xH dir. Diger yandan, 2 'H = 2z~ 'H
oldugundan, varsayimimiza gore

:H=zH,z7'H=2"'H= (227" YH=(za7' )Y H=H = 227' € H

ve buradan da z € Hz oldugu goriilir. Demek ki, her z € G igin
xH C Hzx dir. Her z € G i¢in 27! € G oldugundan, ~'H C Hx !
oldugunu da soyleyebiliriz. Simdi Onerme 7.1(i77) ve (iv) uygulanarak,
Hx C xH oldugu goriliir:

v 'HCHz ' = x(z'H) Cz(Hz™)
= HC (zH)z™' = Hz C ((zH)x )z = zH.
Boylece, ©*H = Hx dir.
(11)) = (d¢it) Her x € G i¢in xH = Hz oldugunu kabul edelim.
Bu takdirde,
tH=Hr = (rH)z ' = (Hx)z™'= H = zHz™' = H.

(1ii) = (iv) Agikar.

(iv) = (i) Her x € G i¢in xHx~' C H olsun. z,y,a,b € G
olmak iizere #H = aH ve yH = bH olsun. Bu takdirde, ™'z € H ve
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b='y € H dir. Buradan, b='a"'azb € b='Hb C H ve
(ab)"'(zy) = (b~'a™")(zy) = (b~ 'ad) (b7 'y) € H,

vani (zy)H = (ab)H oldugu goriiliir. Bu, G nin ikili isleminin Sol(H)
ye taginabilir oldugunu gosterir. .

Tanim 1. G bir grup, H < G olsun. Eger Teorem 1 in denk
kogullarin- dan biri saglaniyorsa, H ye G nin bir normal altgrubu denir
ve H < G yazilir. Eger H , G nin bir 6zaltgrubu ve H < G ise, H < G
yazacagiz. O

Bir grup i¢inde bir altgrubun normal altgrup olup olmadig1 aragtirilir-
ken, Teorem 1 deki denk kosullardan herhangi biri kullanilabilir. Asa-
gidaki orneklerin ¢cogunda egkiime sayisi kiiciik oldugundan, Teorem 1
in diger kogullar1 da kolay uygulanabilir; ancak, genel tartigmalarda
uygulamaya en elverigli kogul, Teorem 1 in (iv) koguludur:

H<G << herzcGicinaHz ' CH
< herz € G ve he€ H igin zhz~! € H.
Ornek 2. G = Dy ve H = {dy, t,} icin Ornek 1’de, Teorem 1 in ilk

kogulunun saglanmadigini gérmiistiik. O halde, H = {dy,t1}, D, iin
normal altgrubu degildir. Bununla beraber, N = {dy, d»} i¢in

dgN =doN =N =Ndy=Ndy , diN={di,ds} =d3sN = Nds =Nd,
t1N = {t1,ta} = toN = Nty = Nty , k1N = {k1,ko} = koN = Nky = Nk
ve dolayisiyla, N <1 Dy tiir. O

Ornek 3. G, herhangi bir grup ve M = M (G), G nin merkezi ise,
her x € G ve m € M icin zmz~! = m € M oldugundan, M < G dir. O

Ornek 4. G, bir Abel grubu ise, her H < G ve her x € G
icin tH = Hx olacagindan, H < G dir. Bagka bir deyisle, bir Abel
grubunun her altgrubu o grubun bir normal altgrubudur. ]

Ornek 5. Her G grubu icin {e} < G ve G < G oldugu aciktir.
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Ciinkii, her z € G i¢in z{e}z! = {e} ve 2Gx~! = G dir. 0

Teorem 1 in (iv) kogulunu sadece bir iiretegler kiimesi iizerinde
uygulamak yeterlidir. Daha acik bir ifade ile, eger G bir grup, S C G
ve H =< S > ise, H < GG olmasi icin gerek ve yeter kosul, her z € GG
ve s € S i¢in zsz~! € H olmasidir(Bunu kanitlayiniz).

Ornek 6. G, bir grup, K = {a'b'ab: a,b € G}, G' =< K >
olsun. Bu takdirde, G' < G dir. Gercekten, her x € G ve her
a~'vlab € K icin,

r(a o tab)z™t = [(ax™!) "o~ (az )b [b~ (z7 1) " tb(27 )] €
oldugu kolayca goriilebilir. O

Tanim 2. Ornek 6’da tanimlanan K kiimesinin her bir elemanina
G nin bir komaitatori ve G’ ye de G nin komditatérler altgrubu denir. O

G grubunun Abel grubu olmas icin gerek ve yeter kosul, G' = {e}
olmasidir. Bu bakimdan, G’ komiitatorler altgrubu, G nin Abel grubu
olmaktan ne kadar uzak oldugunun bir gostergesidir.

Agagidaki iki 6nerme, normal altgrup orneklerimizi ¢ogaltmamiza
yardimci olabilir.

Onerme 1. G bir grup , H < G wve (G:H)=21ise, HLG dir.

Kamit. (G : H) = 2 oldugundan, H nin G iginde tam 2 tane
sol eskiimesi vardir: H ve G\H. Her a € G\H i¢in «H = G\H dir.
Simdi, her z € G i¢in zHz~! C H oldugunu gosterelim. x € H ise,
rHx™" C H oldugu agiktir. x ¢ H ise, v=' ¢ H ve (tHz ") NaH =)
dir; c¢linkii, aksi halde, h, hy € H olmak iizere

zhe ' =a2hi =2 '=h"'hy e H

celigkisi ortaya cikardi. O halde xHx~! C H dir. .

Ornek 7. Her n > 3 i¢in n-inci almagik grup A, nin n-inci simetrik
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grup S, icindeki indeksi 2 dir. Boylece, A, < S, dir. |

Onerme 2. G bir grup; J, bos olmayan bir kime, her j € J icin
N; < G ve N = (N N; olsun. Bu takdirde, N < G dir. Baska bir
jeJ
deyisle, bir grup icinde bir normal altgruplar ailesinin kesisimi yine bir
normal altgruptur.

Kanit. z € GG, a € N alalim. Bu takdirde, her j € J icin a € N;
olur, ve N; < G oldugundan, zaxz™' € N; ve bunun sonucu olarak,

zaz~' € | N;j = N olur. Bu, kanit1 tamamlar. .
J€EJ

G, bir grup, H < G olsun. H, G nin normal altgrubu olmasa da
G nin, H yi normal altgrup kabul eden altgruplar1 vardir. Ornegin,
H < H dir. Agagidaki tanimi, bu baglamda degerlendiriniz.
Tanim 3. G, bir grup, H < G olsun. Bu takdirde,
Ng(H)={x € G:zHz ' = H}

kiimesine H nin G icindeki normalleyicisi denir. O

Onerme 3. G, bir grup, H < G olsun. Bu takdirde,
(i) No(H) <G wve H < Ng(H) dir.
(i) K <G ve HQK ise, KC Ng(H) dir.
(i1i) H 4G < Ng(H) =G.

Kanit. (i) H C Ng(H) oldugu agiktir. z,y € Ng(H) alalim.
Normalleyici tanimindan, tHz~' = H ve yHy ' = H dir. Buradan,
(zy)H(zy)™' = z(yHy Y)z™' = zHz™' = H ve 2 'Hz = H oldugu
goriiliir. Boylece, No(H) < G ve H < Ng(H) oldugu kanitlanmig olur.

H < Ng(H) oldugu, Ng(H) nin tammmindan goriiliir. (i4) ve (4i¢) nin
kanitini okuyucuya aligtirma olarak birakiyoruz. .

Simdi, tekrar basa donerek, normal altgrup kavraminin nasil or-
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taya ciktigini animsayalim. Bu kavram, bir grubun ikili isleminin bir
altgruba gore sol egkiimelere taginabilip taginamayacagi sorusu ile or-
taya ¢ikmigti. Bu sorunun yaniti olumlu ise ki bu, Teorem 1 deki denk
kogullardan biridir, o zaman s6z konusu altgruba bir normal altgrup
denilmektedir.

N < G olunca, N nin G icindeki her sol egkiimesi bir sag eskiime ve
her sag eskiimesi bir sol egkiimedir. Bu nedenle, N < G olunca, “sag”
ve “sol” oOneklerini atarak N nin G icindeki egkiimelerinden soz ede-
biliriz. Bu durumda, N nin G igindeki egkiimelerinden olusan kiimeyi
G/N ile gosterecegiz; her x € G i¢in xN = Nz oldugunu unutmadan,
eskiimeleri sol egkiime olarak gostermege devam edecegiz:

N 4G igin G/N ={zN :z € G}.

Teorem 1 e veya Tamim 1 e gore, N < G olunca, G nin ikili iglemi, G/N
ye taginabilir. Bundan boyle, N < G olunca, aksi ifade edilmedikge,
G/N nin ikili iglemi olarak daima G den tagiman ikili islem anlagilacaktir:

xN, yN € G/N icin (zN)(yN) = (zy)N. (2)
Teorem 2. G bir grup ve N < G ise, G/N bir gruptur.

Kamt. Once birlegme &zelligine bakahm. =N, yN, zN € G/N
alalim. Bu takdirde,

(@N)((yN)(zN)) = (zN)((y2)N) = (2(yz)) N
= ((zy)2)N = ((zy)N)(2N) = ((zN)(yN))(zN),
birlesme 6zelliginin var oldugunu gosterir. GG nin birim elemani e ise, her
zN € G/N igin (xN)(eN) = N = (eN)(xN) dir. Buradan goriiliir
ki, eN = N, G/N nin birim elemamdir. Ayrica, (zN)(z7'N) =eN =
(z7'N)(zN) den her xN € G/N igin (zN)~! = (x7'N) € G/N oldugu
goriiliir. Sonug olarak, G/N bir gruptur. .

Tamim 4. G bir grup; N < G ise, G/N grubuna G nin N ye gore
bolim grubu denir. O

G/N boliim grubundaki her N elemani ve herhangi bir k tamsayisi
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i¢in (zN)* = (2F)N olduguna dikkat ediniz!

Daha 6nceki tanmimlarimiza gére, N < G ise, G/N nin mertebesi, N
nin G icindeki indeksi; yani |G/N| = (G : N) dir. Boylece, Teorem 7.1
den

|G| = |G/N]-N|
dir. Ozel olarak, |G| < oo ise, |G/N| = |G|/|N]| dir.

Bu boliimiin bagindan beri, tiim tanimlarimizi ve 6nermelerimizi
genel gosterimimiz olan carpimsal gosterimle verdik. Daha once de
cesitli vesilelerle belirttigimiz gibi, okuyucunun, tiim tanim ve Oner-
melerin toplamsal gosterimde nasil ifade edilecegini diigiinmesi yararh
olur. Ornegin, toplamsal gosterimde, H < G nin z € G tarafindan
belirlenen sol egkiimesi

r+H={z+h : heH}

bigimini alir. Bu baglamda, G toplamsal grup ve N < G ise, G/N nin
ikili iglemi

(x+N)+(y+N)=(xr+y) + N

ile verilen toplama islemi olur.

Ornek 8. Tamsayilar grubu 7 | IS
nin N = 4z altgrubunun Z icin-

L[] [ 2] 3] ]

[0]
deki eskiimelerini [0]=4Z, [1]=1+4%, m m E E %
[2|=2+47, [3]|=3+4Z ile gosterelim. ERECEREERORERN
O zaman, Z/47 nin iglem tablosu B30 [ 1] |[2]
yanda verildigi gibidir. -

Bolum grubu kavrami, gruplarla ilgili en onemli kavramlardan biridir.
G bir sonlu grup ve N < G, N # {e} ise, G/N bolim grubu, G den
daha kiiciiktiir ve G/N nin yapisi, cogu durumlarda, G nin yapisindan
daha az karmagiktir. Dolayisiyla, G/N bolim grubu, tipki 3,14 iin
7 sayisina yaklagim olarak alindigi gibi, G ye bir yaklagim olarak
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diigiiniilebilir. Boylece, G/N nin baz1 6zelliklerine bakarak G hakkinda
baz1 ozellikler elde edebiliriz. Bu boliimii, bu dogrultuda ii¢ uygulama
ile kapatacagiz.

Ik uygulama, gruplarda merkez kavramu ile ilgilidir. Ornek 3’te,
bir grubun merkezinin daima o grubun bir normal altgrubu oldugunu
gormiigtiik. O halde, G grubunun merkezi M = M(G) ise, G/M
tanimhdir.

Teorem 3. Merkezi M olan bir G grubu icin |G/M| > 1 ise, G/M
devirli olamaz.

Kamt. Iddianin aksine, G /M nin devirli oldugunu varsayalim ve
G/M =< zM >, z € G olsun. z,y € G alalim. Bu takdirde,

M =2M |, yM =2M

olacak bicimde 7,j € 7 vardir. Boylece, x = z'a ve y = 27b olacak
bicimde a,b € M vardir. Simdi

2y = 2 (az?)b = 2 (ZFa)b = 27 (ab) = 2 ((Zla)b) = 2 (b(7'a)) = yx

ve buradan, G nin bir Abel grubu oldugu goriiliir. Bu durumda, G = M
ve |G/M| = |G/G|=1 olmasi gerekir. Bu ¢eligki, kanit1 tamamlar. =

G bir grup, G nin merkezi M olsun. Her N < M icin N < G oldugu
kolayca goriilebilir. Eger N < M i¢in G/N devirli ise, yukaridaki kanit
tekrarlanarak, G' nin bir Abel grubu oldugu gosterilebilir.

Bolim gruplar ile ilgili ikinci uygulama, G nin komiitatorler alt-
grubu, G', ile ilgilidir. Ornek 6’da, G' < G oldugunu gormiigtiik.
Dolayisiyla, G/G" tanimhdir.

Teorem 4. Her G grubu i¢in G/G" bir Abel grubudur. Eger N < G
ise, G/N nin Abel grubu olmasi i¢in gerek ve yeter kogul, G' < N

olmasaidar.

Kamit. Her 2,y € G icin, 7'y loy € G’ oldugundan, zyG’ = yzG’
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ve boylece, (zG")(yG') = zyG' = y2G' = (yG')(xG’), yani G/G" niin
Abel grubu oldugu goriilir. N < G olsun. Eger G/N Abel grubu
ise, her .y € G i¢in (xy)N = (yx)N olacagindan, z~'y~lzy € N
dir. O halde, G' < N dir. Karsit olarak, G' < N ise, her x,y € G
igin 7'y~ tay € N ve dolayisiyla, (xN)(yN) = (xy)N = (yz)N =
(yN)(xN) olur; yani G/N bir Abel grubudur. .

Boliim gruplan ile ilgili iigiinci uygulamayi vermek icin yeni bir
kavram tanimlayacagiz.

Tanim 5. G bir grup; a,b € G olsun. Eger b = zax~! olacak

bicimde bir x € GG varsa, o zaman, b, a nin bir eslenigidir denir. O

G 1lizerinde, “afb <= b,a nmin bir eglenigidir.” ile tanimlanan ba-
gimti bir denklik bagintisidir(Bunu gosteriniz).

Tanim 6. Yukarida tanimlanan bagintiya, G icinde esleniklik ba-
gintisy denir. Bu baginti ile ortaya ¢ikan denklik siniflarina, G icinde
esleniklik sinaiflary denir. |

a € G icin a nin temsil ettigi esleniklik sinifini [a]g = ¢, ile gostere-
cegiz:
gq = {raz™': 2 € G}.

Birim eleman e € G igin ¢, = {zex™! : x € G} = {e} oldugu agiktir.
Bir egleniklik sinifinin kardinalitesi ile ilgili olan agsagidaki 6nerme, bun-
dan sonrasi icin 6nemli bir adimdir.

Onerme 4. G bir grup ve a € G ise, |eq| = (G : Mg(a)) dur.

Kanit. Daha énce tammladigimiz Mg(a) ={ 2 € G : ax = za }
nin G igindeki sol egkiimelerinden olusan kiime Sol(M¢(a)) olmak iizere

f:eq = Sol(Mg(a)), f(zaz™') = xMg(a),

iyl tanimli, 6rten bir fonksiyon verir. Diger yandan,
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tMg(a) = yMg(a) = y~'z € Mg(a)
— ay 'z =y 'va = yay ' = vax~

oldugundan, f, bire-birdir ve |g,| = [Sol(Mg(a))| = (G : Mg(a))
oldugu goriliir. .

1

Sonug 1. G bir grup ve a € G ise, ¢, = {a} <= a € M(G) dir.
Kanit. ¢, = {0} <= |e,| =1 <= G = Mg(a) <= a € M(G). =

Simdi, G nin bir sonlu grup oldugunu kabul edelim. O zaman, G nin
esleniklik siniflarinin sayis1 da sonlu olur. GG nin, s tane esleniklik sinifi
bulundugunu diigiinelim: e, , €4, , ... , €q4,. Bu egleniklik siniflarindan
ilk r tanesinin tek elemanli oldugunu kabul edebiliriz. Onerme 4 iin
sonucundan, M (G) ={ay, -, a,}, 7= |ea, |+ + |ga,| = |[M(G)]| ve

Gl = [M(G)] + [ea,u| + -+ + ] (3)

olur. (3) denklemi, G nin sinif denklemi olarak bilinir.

Onerme 5. G bir sonlu grup, p bir asal sayr ve r > 1 olmak dzere
|G| = p" olsun. Bu takdirde, |M(G)| > p dir.

Kanit. G, Abel grubu ise, |M(G)| = |G| = p" dir ve iddia agiktir.
G, Abel degilse, G nin smif denklemi (3)’te, r < s dir. Onerme 4 e
gore |eq,| = (G : Mg(a;)), ve Lagrange Teoremi'ne gore de |e,,|, G nin
mertebesi olan p” yi béler. Her 7 > 7 igin |e,,| > 1 oldugundan, p | |eq,]
olmasi gerekir. G nin sinif denklemine bakilinca, p | [M(G)| oldugu
goriilir. |M(G)| > 1 oldugundan, |M(G)| > p dir. .

Teorem 5. Mertebesi bir asal sayinin karesi olan her grup bir Abel
grubudur.

Kanit. p, bir asal say1, G bir grup ve |G| = p? olsun. Onerme
5 e gore |M(G)| > p dir. Lagrange Teoremi'nden, |M(G)| = p veya
IM(G)| = p? dir. |M(G)| = p olsaydi, |G/M(G)| = p ve Lagrange
Teoremi’nin ii¢iincii sonucundan, G /M (G) nin devirli olmasi gerekirdi.
Teorem 3 e gore, G/M(G), mertebesi p olan bir devirli grup olamaz. O
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halde, |M(G)| # p; dolayisiyla, |M(G)| = p* = |G|, M(G) =G ve G
bir Abel grubudur. .
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