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BOLUM 9

IZOMORFIZM VE OTOMORFIZMLER

Islem tablolar asagida verilmig olan G = {e, a, b} ve Z3 = {0,1,2}
gruplarini ele alalim:

L Jelalb] [+ [0[1]2]
ellelalb 010112
allalbl|e 11120
blblela 2121011

Bu tablolardan ilkinde e, a,b yerine, sirasiyla, 0,1,2 yazarsak ikinci
tabloyu elde ederiz. Diger bir deyigle, ®(e) =0, ®(a) = 1, ®(b) =2 ile
tanimlanan ® : G — Z3 fonksiyonu bire-bir ve 6rten olup her x,y € G
icin

P(zy) = (z) + 2(y)

ozelligine sahiptir. Bu nedenle, G ve Z3 gruplarinin esas itibariyle ayni
oldugunu, bu gruplardan biri bilindigi takdirde digerinin de bilindigini
soyleyebiliriz. Gruplar i¢in temel kavramlardan biri olan izomorfizm
kavraminin ¢ikig noktas1 yukaridaki gibi gozlemlerdir.

Tanmim 1. G ve G’ iki grup, ® : G — G’ bir fonksiyon olsun.
Agagidaki iki kogul saglanirsa, ® ye G ile G' arasinda bir izomorfizm
denir:

(izo.1) @ bire-bir ve Ortendir.
(izo.2) Her z,y € G icin ®(zy) = ®(2)P(y) dir.

Eger G ile G' arasinda bir izomorfizm varsa, G ile G’ izomorf gruplardir
denir ve G = G’ yazlr. O
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Tamim 1 deki ikinci 6zellige ® : G — G’ fonksiyonunun iglem
koruma ézelligi denir. Bu tamimda, G ve G’ her ikisi de ¢arpimsal grup
olarak diigiiniilmiigtiir. G nin veya G’ niin ikili iglemi ¢arpma iglemi
degilse, islem koruma o0zelliginin uygun bicimde ifade edilebilecegi agik-
tir. En genel bicimiyle, G' nin ikili iglemi * ve G’ niin ikli iglemi o
ise, & : G — G’ niin iglem koruma 6zelligi

Va,y€e G igin ®(x*y) =P(x) o d(y)

olarak ifade edilir.

Agagidaki sekil, iglem koruma oOzelliginin daha iyi algilanmasina
yardimci olacaktir:

( \ - ( O(x) )

\ / \ ®(x) o @ (y)

Ornek 1. Bu béliimiin baglangicinda verilen & : G — Zj
doniigiimii, G ={e,a,b} ile Zj3 arasinda bir izomorfizmdir. O

Ornek 2. Toplamsal R grubu ile carpimsal RT = {a € R : a > 0}
grubu izomorftur. Bunu gormek igin, & : R — R*, &(z) = 27
doniigiimiinii alalim. & nin bire-bir ve orten oldugu bilinmektedir.
Ayrica, her z,y € R icin

Oz +y) =27V =272V = O(x)P(y)

dir. Boylece, tanmimdaki iki kosul saglanir; R = R™ dur. a

Ornek 3. Her sonsuz devirli grup, tamsayilar grubu 7z ile izomorf-
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tur. Gercekten, G =< x > bir sonsuz devirli grup ise,
o:72 — G, P(n)=2a"

ile tammmlanan ® fonksiyonunu diigiinelim. Eger i,7 € Z ve ¢ # j ise,
Teorem 4.2 nin ilk sonucuna gore ' # 27 oldugundan, ® bire-birdir.
® nin orten oldugu acgik ve her n,m € Z igin

®(n+m) ="t = z"z™ = &(n)P(m)
dir. Dolayisiyla, z = G dir. a

Ornek 4. Mertebesi m olan her devirli grup, Z,, ile izomorf-
tur. Gergekten, G = < = > ve |G| = m ise, Teorem 4.3 ten G =
{e,x, 2% -+, 2™ !} oldugunu biliyoruz. Bu durumda da,

®:%, — G, ®n)=2a"

ile verilen doniigiimiin bire-bir ve 6rten oldugu ve iglem korudugu ko-
layca goriiliir. O

Kuskusuz, herhangi iki grup arasindaki her bire-bir 6rten doniigiim
islem koruma o6zelligine sahip olmayabilir. Bagka bir deyisle, gruplar
arasinda bire-bir Orten olan; ancak, izomorfizm olmayan doniigiimler
bulunabilir.

Ornek 5. ® : R — R, $(z) = 23 doniisiimii bire-bir ve drtendir
fakat iglem koruma ozelligi yoktur, ¢iinkii (z + y)3 # 2® +¢? tir. O

Tki grup verildiginde, bunlarin birbiri ile izomorf olup olmadiklarini
belirlemek her zaman kolay degildir. Ornegin, toplamsal gruplar olarak
R ve C nin izomorf olduklar1 bilinmektedir fakat bunun kanit1 oldukca
ince teknikler gerektirir.

A. Cayley (1821-1895)’in agagidaki teoremi bir bakima permiitasyon
gruplarinin 6nemini ortaya koymaktadir.

Teorem 1 (Cayley) . Her grup bir permiitasyon grubu ile izomorf-
tur.
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Kanit. G bir grup olsun. Oyle bir G’ grubu bulmak istiyoruz ki,
G’ niin elemanlar1 permiitasyonlar olsun ve G = G’ olsun. Elimizde
G den bagka bir nesne bulunmadigindan, G’ niin G den yola gikilarak
bulunacag: agiktir. Her g € G icin

0,:G— G , o4(x) =gz

ile tanimlanan o, fonksiyonunun bire-bir ve orten; dolayisiyla, G' nin
bir permiitasyonu oldugu agiktir. G' = {0, : g € G} kiimesi, fonksiyon
bilegimi (ya da permiitasyon c¢arpimi ) iglemi ile bir grup olusturur.
Gergekten, bu grubun birim elemaninin 0, = 16 : G — G, 1lg(z) ==
oldugu ve her g € G i¢in o, nin tersinin o,-1 oldugu kolayca goriiliir.
Ayrica, g,h € G i¢in oy, = 040y, dir. Simdi,

o:G—G , Pg) =0,

doniiglimiiniin G ile G’ arasinda bir izomorfizm oldugunu gérmek oku-
yucu icin iyi bir aligtirma olacaktir. .

Yukaridaki kanitta olugturulan G’ grubuna G nin sol regiiler temsili
denir.

Teorem 2. G, G', G" gruplar, ® : G — G ve ¥V : G — G"
izomorfizmler olsun. Bu takdirde,
(i) ®':G" — G bir izomorfizmdir.

(1) Wod:G — G" bir izomorfizmdir.

Kanit. (i) ®, bire-bir ve érten oldugundan, ®~! tammlidir ve o da
bire-bir ve ortendir. a, b € G'; " (a) = x, ®1(b) = y olsun. Bu
takdirde, ®(x) = a, ®(y) = b ve (zy) = ab; buradan da

O (ab) = 2y = &1 (a)® 1 (b)
olur. Boylece, =1 : G’ — G bir izomorfizmdir.

(14) Varsayima gore ® ve W her ikisi de bire-bir ve érten oldugun-
dan, ¥ o ® de bire-bir ve ¢rtendir. Diger yandan, her z,y € G icin
(Vo ®)(zy) = ¥ (P(zy)) = ¥(P(2))¥(D(y)) = [(V o ®)(z)][(¥ o @)(y)]
dir. Boylece, ¥ o ® bir izomorfizmdir. .
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Yukaridaki teoreme ek olarak, her GG grubu icin 14 birim dontigiimii-
niin G den G ye bir izomorfizm oldugu da gozlenirse, = ile gosterilen
izomorf olma bagitisinin tiim gruplardan olugan kiime tizerinde bir
denklik bagintis1 oldugu goriiliir. Cebirciler, bu denklik bagintisina gore
ayni denklik sinifinda olan, yani izomorf olan iki grup arasinda pek fark
gozetmezler ve bu denklik siniflarindan birinin bir temsilcisini bildikleri
takdirde o sinifin tiim elemanlarini bildiklerini diigliniirler. Agagidaki
teorem cebircilerin neden boyle diigiindiigiinii aydinlatmada yardimeci
olabilir.

Teorem 3. & : G — G’ bir izomorfizm olsun. Bu takdirde,

(1) G nin birim elemaninin © altindaki gorintisi, G' nin birim
elemanadar.

(15) Her x € G ven € Z i¢in ®(x™) = (P(x))" dir.
(17i) x,y € G igin, xy = yr <= P(x)P(y) = O(y)P(x) dir.
(iv) G Abel grubu ise, G' de Abel grubudur.

(v) |G| = |G| dir.

(vi) Herx € G igin |x| = |®(z)| dir.

(vii) G devirli ise, G' de devirlidir.

(viit) a € G ve k € Z verildiginde; G nin, x* = a denklemini
saglayan ka¢ elemany varsa, G' niin de 2% = ®(a) denklemini saglayan
o kadar elemans vardr.

(iz) H <G ise, ®(H) < G diir.
(x) N <G ise, (N) < G' diir.

Kanit. Bu ozelliklerin ¢ogu kanit gerektirmeyecek kadar acik ozel-
liklerdir. Bunlar1 bir arada toplu olarak ifade etmemizin nedenlerinden
biri, izomorf olma bagintisinin ne kadar giiclii oldugunu sergilemektir.
Burada, sadece (i), (vi) ve (z) i kanitlayacagiz ve diger siklarin kanitim
okuyucuya birakacagiz. G ve G’ niin birim elemanlari, sirasiyla, e ve
€' olsun. ee = e oldugundan, ®(e)®(e) = P(ee) = P(e) = P(e)e
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!

diir. Boylece, ®(e) = €' oldugu goriiliir. Dolayisiyla, ®(e), G’ niin
birim elemanidir. Bu, (i) yi kamtlar. (vi) nin kaniti i¢cin G nin bir z
elemanini alalim. 2™ = e < ®(z)" = €' diir. Buradan, x in mertebesi
sonsuz ise, ®(z) in mertebesi de sonsuz; |x| = n ise, |®(x)| = n oldugu
goriiliir. Son olarak, N < G ise, ®(N) < G’ oldugu kolayca goriiliir
ve ayrica, a € G', b € ®(N) i¢in ®(z) = a, ®(y) = b olacak bigimde
x € G, y € N vardir. Bu durumda, N < G oldugundan, zyz=* € N
dir ve dolayisiyla,

aba™! = ®(2)®(y)P(27!) = P(ayzr~!) € ®(N)

dir. O halde, her a € G" i¢in a®(N)a~' C ®(N) dir ve boylece, P(N) <
G' diir. "

Daha once, verilen iki grubun izomorf olup olmadiklarini belirle-
menin her zaman kolay olmadigimi belirtmistik. Bu baglamda, Teo-
rem 3 in, verilen iki grubun izomorf olmadiklarini gosterirken kul-
lanilabilecegine dikkat ediniz. Ornegin, Teorem 3 (iv) den bir Abel
grubunun Abel olmayan bir gruba, Teorem 3 (vii) den bir devirli grubun
devirli olmayan bir gruba izomorf olmasi miimkiin degildir. Benzer
bigimde, Teorem 3 (viii) ye gore R* = R\{0} ve C* = C\{0} ¢arpimsal
gruplar1 izomorf olamazlar; ciinkii, R* icinde 2* = 1 denklemini saglayan
iki eleman oldugu halde, C* i¢inde (® ne olursa olsun) z* = ®(1) =1
denklemini saglayan tam dort eleman vardir.

Her G grubu i¢in 14 nin G den G ye bir izomorfizm oldugunu be-
lirtmistik; ancak, G' den G ye 14 den bagka izomorfizmler de bulunabilir
ve bunlar ele alip incelemek soyut cebirin ilging konularindan birini
olusturur.

Tanim 2. G bir grup olsun. G den G ye bir izomorfizme G nin bir
otomorfizmi denir. O

Ornek 6. & : ¢ —» C, ®(a + bi) = a — bi doniigiimii, toplamsal C
grubunun bir otomorfizmidir. O

Ornek 7. G bir Abel grubu ise, ® : G — G, ®(z) = 2! ile
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tanimlanan dontigiim, G' nin bir otomorfizmidir. Gergekten, x,y € G
icin
P)=0(y) =1 =y ' =a=y Oy )=y
oldugundan, @, bire-bir ve ortendir. Ayrica,
O(zy) = (zy)~' = (yo) ' =27y~ = O(2)D(y)
dir. O

Bir G grubunun tiim otomorfizmlerinden olugan kiime, fonksiyon
bilegkesi ile, bir gruptur. Bu grubu Oto(G) ile gosterecegiz. g € G igin

ig: G — G | ig(x) =gag!

ile tamimlanan ¢, doniisiimii, G nin bir otomorfizmidir. Gergekten,
z,y € Gigin i,(x) =1i,(y) = grg~' = gyg~' = = = y oldugundan,
ig, bire-birdir. y = g(¢~'yg9)g~" = i,(¢7'yg) oldugundan, i,, ortendir
ve ayrica, i,(zy) = gryg ' = grg 'gyg~' = iy(2)i,(y) oldugundan da
islem korur.

Tamim 3. G bir grup ve g € G olsun. Her z € G igin i,(z) = gzg™!
ile tanimlanan i, ye G nin g tarafindan belirlenen i¢ otomorfizmi denir.
G nin tiim i¢ otomorfizmlerinden olusan kiime, I¢(G) ile gosterilir. O

Her G grubu i¢in Oto(G) nin birim eleman, 14 = i, bir i¢ otomor-
fizmdir. Her g € M(G) icin de i, = 1¢ dir. Ek olarak, g,h € G ve
o € Oto(G) igin

igin =dgn > (ig) ' =g, 00T =g(g)
oldugu goriilebilir (Bak. Alstirma 6 , 7). Boylece, I¢(G) < Oto(G)
dir.

Ornek 8. I¢(D,) i belirleyelim. M (Dy) = {do,ds} oldugundan,

igo = i, Oto(Dy) iin birim elemanidir. Diger yandan, ds = dids
oldugundan, 44, = i4,; t1d2 = t5 oldugundan, i;, = 4, ve kids = ko
oldugundan, 45, = i, dir. Ayrica, 44,, %4,,%, Ve ig, in birbirinden

farkli oldugu; boylece, I¢(Dy) = {idy, iay, i1, , ik, } 0ldugu goriiliir. O
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Bu boliimii, Oto(Z,,) yi belirleyerek kapatalim.

Teorem 4. Her n > 1 i¢in Oto(Z,) =z}, dir.

Kanmit. Oto(Z,) nin her ® elemani, (1) ile tamamen belirlenir.
Ciinkii, her k € 7, i¢in ®(k) = k®(1) dir. Ayrica, ¢ bir otomor-
fizm (6rten) oldugundan, ®(1) € z} dir. Simdi, o : Oto(Z,) — Z},
o(®) = ®(1) ile tammlanan doniigiimii ele alahm. ®;, ®; € Oto(Z,)
icin

O'(@l) = O'(@Q) — @1(1) = @2(1)

— @1(1‘) = (I)Q(ZL') Ve €2, — & =,
oldugundan, o, bire-birdir. b € Z; nin x kati olan zb eleman: z,, ’de
hesaplanmak tizere, ® : Z,, — Z,, , ®(x) = xb doniigiimi, Z,, nin bir
otomorfizmi olur ve o(®) = ®(1) = b dir. Dolayisiyla, o ortendir. o,
islem koruyan bir dontisiimdiir; ¢linkii,

O'(q)l O q)g) = @1(@2(1)) = @1(1)@2(1) = O'(q)l)O'(@Q). ]
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