Bolum 20

SIRA SAYILARI

20.1 GIRIS

Giinliik yagantimizda nicelik belirten sayilar yaninda, sira belirten birinci, ikin-
ci, t¢tinct,... gibi sira sayilarimin da kullanildigini sdylemigtik. Gergekte, dogal
sayilar hem nicelik hem de sira belirten sayilardir. Ustelik, sonlu halde bu iki
kavram arasinda bir ayirim gerekmeyebilir. Ama matematikg¢ileri burada titiz ol-
maya zorlayan sey, sonsuzluk halidir. Nasil ki sonlu kiimeler ile sonsuz kiimelerin
ozelikleri birbirlerinden bazi yonlerden ¢ok farkli ise, sonsuzluk halinde, sira
sayilari ile nicelik sayilarinin 6zelikleri birbirlerinden ¢ok farkhdir.

Dogal sayilar kiimesi iizerinde tanimli bir 6nermenin her dogal say: icin
gecerli oldugunu gostermek i¢in, sonlu time varim ilkesini kullanmiyorduk. Gergek-
ten, sonlu tiime varim ilkesi kolay kullanilabilen giiclii bir ispat yontemidir. Bu
ispat yonteminin esasi dogal sayilarin iyi siralanmig olmasima baghdir. Anim-
sarsaniz, bu yontem su basit kurala dayamyordu. p(0) dogrudur ve p(n) =
p(n + 1) gerektirmesi saglanir.

Bunu bagka tiirlii sdyleyebiliriz: p Gnermesini saglayan dogal sayilar kiimesi
M olsun.

1. Tk dogal say1 M ye aittir: 0 € M
2.neM= (n+1)€ M dir.

Simdi aklimiza gelmesi gereken soru sudur. Acaba bu giiclii ispat yontemi
bagka kiimeler icin de gecerli degil midir? Tiime Varim Ilkesi, esasta dogal
sayilarin iyi sirali oluguna dayali olduguna gore, iyi sirali her kiimeye bu yon-
temin uygulanabilmesini umut edebiliriz. Tiime Varim Ilkesi, iyi sirali her kiime-
ye uygulanabilecekse, o zaman iyi siralabilen kiimelerin hangi kiimeler oldugunu
bilmeye gereksinim dogar.

Bu béliimde, 6nce, sira sayilariin kurulugunu kisaca agiklayacagiz. Bir kiimeyi
siralamak deyince, anlayacaguniz sey nedir? Bu kiimenin birinci, ikinci, ti¢tinci, ...
Ogelerini belirlemek demektir. Sonlu halde, bunda hicbir zorluk yoktur. Hatta
N dogal sayilar kiimesindeki siraya uyan bir siray: {izerine koyabilecegimiz i¢in,
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sayilabilir sonsuz bir kiimenin siralanmas: dogal olarak yapilabilir. Dogal sayilar
iyt swrale oldugundan, dogal sayilara siraca eg yapili olan bir kiime de iyi sirals
olacaktir. Ciinkii, dogal sayilar kiimesine eggiiclii olan bir kiimenin 6geleri, dogal
sayilarin Ogeleriyle bire-bir eglegtirilerek, ayni sira yapisi o kiimeye taginabilir.
Bunu matematik diliyle ifade edelim.

A sayilabilir sonsuz bir kiime ise bir f : N — A bire-bir-6rten (bbo) fonksi-
yonu vardir. Her m,n € N igin f(m) = a,, € A ve f(n) = a, € A diyelim.

Tanim 20.1.1. A =~ N ise, A kiimesi iizerine

(mneN)A(m <n)= (f(m) < f(n) < (am < an) (20.1)

siralama bagintisin1 koyalim.
Onerme 20.1.1. (20.1) swalamasina gore (A, <) sistemi iyi siralidar.

ISPAT: f nin egsira déniisiimii oldugu apaciktir.

Bu 6nerme, iyi siralamay1, dogal sayilardan sayilabilir sonsuz kiimelere tagidig:
i¢in iyi bir genellemedir. Ancak, amacimiz i¢in yeterli degildir. Dogal sayilardan
daha gii¢lii kiimeler i¢in; yani sayilamaz sonsuz kiimeler i¢in de benzer isi yap-
may1 istiyoruz. Kiime sayilamaz sonsuz oldugunda; yani dogal sayilardan daha
giiclii oldugunda, ortaya koyacagimiz tiime varim ilkesine "sonlu étesi time
varim ilkesi" diyecegiz.

20.2 IYI SIRALANMIS KUMELER

Tikel siralanmig bir sistemin her alt kiimesinin en kiigiik 6gesi varsa bu sistem
iyi siralanmig bir sistemdir demigtik (bkz. Tanim 9.4.1). Simdi iyi siralanmig
kiimeleri daha ayrintili olarak incelemeye gecebiliriz.

Onerme 20.2.1. Iyi siralanmas her kiime tam suralidor.

IsPAT: (A, <) iyi sirali olsun. Her a € A ve her b € A igin {a, b} alt kiimesinin
en kiiclik ogesi vardir. En kiiciik 6ge a ise a < b olur. En kiiclik 6ge b ise
b =< a olur. Dolayisiyla tam siralama kogullari saglanir (bkz. Tanim 9.3.1) kogulu
saglaniyor.

Tanim 20.2.1 (Sonal 6ge). (A, <) tikel (kismen) siralanmag bir sistem olsun
ve herhangi bir B C A alt kiimesi verilsin. B nin kendi i¢inde bulunmayan iist
sinirlarimin olugturdugu kiimenin alt sinirlarinin en biiyiigiine; yani

a=inf{z|z e ANVy(ye B=y <)} (20.2)
Ogesine B kiimesinin ilk sonali denilir.

Ozel olarak B yerine tek 6geli bir {b} kiimesi alimirsa (20.2) 6gesi b nin ilk
sonaly adin1 alir.

Eger bir b 6gesinin ilk sonali @ ise b < a oldugu ve b < x < a olacak sekilde
hicbir z € A 6gesinin var olamayacag aciktir. Iyi siralanmas bir kiimede en
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biiyiik egeden bagka biitiin egelerin birer tane ilk sonallar1 vardir. Gergekten
y € A en biiyilik 6ge (maksimum) degilse, {z |z € A, y < z} kiimesi bog degildir
ve varsayim geregince bunun bir en kiigiik 6gesi (minimum) vardir. Bu 6ge y
nin ilk sonal olacaktir.

Tanmim 20.2.2. a 6gesi b 6gesinin ilk sonali ise, b ye a nin ik oneli, denir.
Onerme 20.2.2. Iyi siralanmus bir kiimenin her alt kiimesi de iyi siraludur.

ISPAT: (A, <) iyi siralanmg bir sistem olsun ve bir B C A alt kiimesi veril-
sin. (B, <) nin tikel sirah olacagi aciktir. Ote yandan B nin her C alt kiimesi
aym zamanda A nin da bir alt kiimesidir. Dolayisiyla C nin en kiiciik 6gesi
(minimum) vardur.

Tanim 20.2.3 (Onel béliik). (W, <) iyi siralanmig bir sistem olsun ve bir a € W
Ogesi verilsin.

W,={z|ze WAz <a} (20.3)

alt kiimesine W kiimesinin « ile saptanan dnel béligi diyecegiz.

20.3 SONLU OTESI TUME VARIM iLKESI

Teorem 20.3.1. (W, <) iyi siralanmasg bir sistem olsun ve bir A C W alt kiimesi
verilsin. W, C A oldugunda a € A olmast gerekiyorsa A =W olur.

IsPAT: Teoremin simgelerle ifadesi goyledir:
[(aeWAW,CA)=acA= A=W (20.4)

Olmayana ergi yontemini kullanacagiz. A # W olsaydi A’ N W # () olurdu. Bu
durumda, A’/NW nun en kiigiik 6gesine (minimum) a diyelim. a dan kiigiik 6geler
A’ N W kiimesine ait olamayacaklarmdan W, C A dir. Oyleyse, varsayimdan,
a € A g¢ikar. Oysa a € A’ N W idi, ki buradan a € A’ olmas1 gerekir. Bu ¢eligki
kabuliimiizden gelmektedir. O halde, A # W olamaz; yani A = W dir.

20.4 ESSIRALI KUMELER

Bundan sonraki kesimde iyi siralanmas kiimelerin ¢ok Oonemli bir 6zeligini is-
patlayacagz. Tyi siralanmus iki kiime ya essirahdir ya da, biri étekinin bir onel
béligiine esittir. Bu oOzelik, siralanmig kiimelerin yapilarinin benzer olmasi an-
lamina gelir. Matematikte bunun pek cok uygulamasi vardir. Bu 6zelik, sira
saylarr yardimiyla nicelik sayilars iglenirken kullanilir. Bu kesimde sira sayilarina
girmek icin gerekli bazi 6n bilgileri verecegiz.

Once bir ammsatma yapalim. Tikel (kismen) siralanmig kiimeler i¢in varhigini
bildigimiz baglica 6zelikler iyi siralanmig kiimeler icin de gegerlidir. Bu boéliimde
¢ok kullanacagimiz i¢in tanimlar: yeniden soyleyelim.
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Tanim 20.4.1. Iyi siralanmug iki sistem arasinda sira yapisini koruyan bir bbo
doniigiimii varsa, bu sistemlere egsiralidir, denilir.

Egsiraliligi simgelerle ifade edebiliriz:
(X, %) ile (Y, X) iyi siralanmig iki sistem olsun. X ile Y nin egsirali olmas

’~

i¢in gerekli ve yeterli kogul her z,y € X icin

2y <= flz) S fly) (20.5)
Ozeligine sahip, bire-bir-6rten bir f : X — Y fonksiyonunun var olmasidir.

Tanim 20.4.2. (X, =) ile (Y, <) sistemlerini egsirali kilan bir f : X — Y
fonksiyonuna essira déndigimii denir.

Tanim 20.4.3. (X, <) ile (Y, <) sistemleri egsirali ve egsira doniiglimii f ise, bu
durumu belirtmek amaciyla

L

X2y, X=2Y (20.6)

simgelerinden herhangi birisini kullanacagiz.

Onerme 20.4.1. A ile B tikel siralanmas iki kiime olsun. A ile B essirali ve A
iyi siralanmag ise B kiimesi de iyi siralanmas bir kiime olur.

ISPAT: B nin herhangi bir C' alt kiimesinin en kiiciik 6gesinin varligim goster-
meliyiz. Onerme 13.3.2 geregince kendisi ve tersi artan birer déniigiim olan bire-
bir-6rten f : A — B fonksiyonu vardir. f~1(C) C A alt kiimesinin en kiigiik
(minimum) 6gesine a diyelim. f(a), C' nin en kii¢iik 6gesi olacaktr.

Teorem 20.4.1. (X, =) iyi siralanmag bir kime ve f : X — X bir essira
déniigiimii ise, her x € X i¢in x < f(z) dir.

IsPAT: f(x) < z olacak sekilde herhangi bir z € X varsa, bu &zelige sahip
ogelerin en kiigligii vardir; buna u diyelim. f(u) < w olacaktir, f fonksiyonu
bir egsira doniigiimii oldugundan, (20.5) uyarmnca f(f(u)) < f(u) olmalidir. Su
halde bu 6zeligi saglayan 6gelerin en kiiciigii v degildir. Bu cgeligki, kabuliimiiziin
var olamayacagmni, yani her z € X i¢in « < f(z) oldugunu gosterir.

Teorem 20.4.2. Iyi siralanmas iki kiimenin birinden étekine en ¢ok bir tane
essira déniigtimi var olabilir.

IspaT: X, Y iyi siralanmus kiimeler ve f : X — Y, g¢: X — Y iki tane egsira
doniislimii olsun. f~'og bileske fonksiyonu X den X ’e bir egsira doniisiimii olur.
Oyleyse, Teorem 20.4.1 geregince, her x € X i¢in x < (f~! o g)(x) olmahdir, ki
bu f(z) < g(x) olmas: demektir.

Ayni yolla g(z) < f(x) elde edilebilir. Su halde her x € X i¢in f(x) = g(z)
olacaktir ki, bu f = g olmasi demektir.

Uyar1 20.4.1. Iyi siralanmig kiimelerdeki bu 6zelik, tam sirali kiimeler icin
yoktur; yani tam sirali iki kiime arasinda birden ¢ok egsira doniigiimii var olabilir.
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Teorem 20.4.3. Iyi siralanmus, bir kiime hi¢ bir onel boligi ile essirale degildir.

IspaT: (X, =) iyi siral bir sistem, a € X olmak fizere X é X, olsayd,
Teorem 20.4.1 den her x € X icin x < f(x) ve 6zel olarak a = f(a) olurdu,
ki bu X, 6nel boliigiiniin tanmim geregince, f(a) ¢ X, olmasim gerektirir ve
kabuliimiize aykir1 diiger.

Bu teoremde gordiigiimiiz gibi, iyi siralanmig bir kiime hicbir dnel béligine
egsirali olamiyor, ama agagidaki anlamda, biitiin 6nel bdéliiklerinin kiimesine
egsirali olmaktadir.

Teorem 20.4.4. Iyi siralanmas her kiime, kapsama (C) bagintisina gore siralan-
mag onel boliikleri kiimesi ile essiralidar.

IspAT: Verilen iyi siralanmg kiime (X, <) olsun ve 6nel boliikleri kiimesine
de 7 diyelim; yani

Y ={Y|z2(ze X NY =X,)} (20.7)

olsun. Bu durumda x «~ X, doniigiimii X den % ya bbé dir. Ayrica her a,b € X
icin

a=<be= X,CX, (20.8)

oldugundan, bu doniigiim (X, <) den (%, C) sistemine bir egsira doniigiimiidiir.

20.4.1 PROBLEMLER

1. Tam sirali kiimeler arasindaki egsiralilik bagintisinin bir denklik bagintisi
oldugunu gosteriniz.

2. Tam sirali bir kiimenin iyi sirali olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul azalan
sonsuz bir diziyi kapsamamasidir (Bagka bir deyisle, dogal sirada negatif
tamsayilara egsirali bir diziye sahip olmamasidir). Gosteriniz.

3. (X, =) tam sirali bir kiime olsun. Her A C X alt kiimesinin hem ilk hem
son Ogesi varsa, gosteriniz ki X sonlu bir kiimedir.

4. Tyi sirah olma kosulu yerine tam sirali olma kogsulu almirsa, 20.4.1, 20.4.2,
20.4.3 teoremlerin saglanmayacagini birer kargit drnek ile gosteriniz.

5. Tam siral 6yle bir A kiimesi ve bir f : A — A egsira doniigiimii bulunuz
ki, f doniiglimiiniin sabit noktas: olmasin; yani her x € A igin f(z) # x
olsun.

20.5 SIRA SAYILARI

Tyi swralanmas iki kiime benzer iseler, yani siraca egyapili iseler, bu iki kiimenin
ortak bir 6zelikleri vardir. Iste bu ortak noktadan hareketle sira sayularime tanim-
layacagiz. Kabaca sOylersek, iyi siralanmig bir kiimenin sira sayist bu kiimeye
benzer olan biitiin kiimelerin yapilarini belirleyen soyut bir varliktar.
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Animsanacag gibi, nicelik sayilarini tamimlarken, bu sayilarin secilecek 6zel
kiimelere bagli olmadigini gostermek igin (15.1) sistemini se¢gmigtik. Sira sayilar
icin de benzer geyi yapabiliriz. Gercekten,

0, {0}, {0,{0}},  {0,{0},{0,{0}}},... (20.9)

ailesinin kapsama bagintisina gore iyi siralanmig oldugu apagiktir. Ayrica, bu-
rada ilging bir 6zelik daha saglanmaktadir. (20.9) ailesinin 6gelerini, sirasiyla,

ap =0, ar={0}, aa={0,{0}}, as={0,{0}},{0,{0}}}... (20.10)
ile gosterelim. Tabii bu durumda (20.9) ailesi
ap Ca; Cag Caz C... (20.11)

seklinde kapsamaya gore iyi siralidir. Basitligi saglamak icin bu aileyi X ile
gosterelim; yani X = {ag, a1, a2, as, ...} olsun. Simdi X in herhangi bir a; 6gesi
ile saptanan 6nel boliigiinii diigiinelim:

X, = a; (20.12)

olmaktadir. Bu, (20.9) sistemindeki her 6genin saptadig 6nel boliigiin, kendisine
esit olmasi demektir.

20.5.1 Bodliiksel Kiime

Tamim 20.5.1. (X, <) iyi siralanmig kiimesi verilsin. Eger X in her a 6gesi, a
nin saptadigi onel boliige esitse; yani a = X, ise, (X, <) iyi siralanmg kiimesine
"béliiksel” *dir, (ya da boliiksel olarak iyi siralanmigtir) denilir.

Her (X, <) iyi siralanmig kiimesi igin, (20.11) geregince
a=3be X, C Xy (20.13)

oldugundan, her béliiksel iyi siralanmig kiime "kapsama" bagintisina gore siralan-
mugtir. Su halde X kiimesini ve siralama bagintisini belirtmeden, "béliksel bir
kiime" dememiz yetecektir.

Teorem 20.5.1. Bdliiksel bir kiimenin her onel boligi de boliksel bir kumedir.

IspaT: X béliiksel bir kiime ve X, bunun bir énel boliigii olsun. X, C X
oldugundan, X, iyi siralanmig bir kiimedir. Ciinkii iyi sirali kiimenin her alt
kiimesi de iyi siralidir. Ote yandan, her b € X, icin (X,), = X} = b oldugundan,
X, boliiksel bir kiimedir.

Teorem 20.5.2. Boliksel bir X kimesinin bir Y has alt kimesi boliksel ise,
Y alt kimesi X in bir dnel béligidir.

IspAT: Herhangi bir a € Y i¢in X icinde a = X, ve Y i¢inde a = Y, olacaktir.
Su halde X, =Y, olmalidir; yani X icinde a dan 6nce gelen biitiin 6geler Y ye
ait olacaktir. Y, X in bir has alt kiimesi oldugundan (X —Y") # @ dir; 6yleyse
¢ =inf(X —Y) olmak iizere Y = X, olur.
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Teorem 20.5.3. Boliksel iki kiimenin arakesiti bolikseldir.

IsPAT: X ve Y iki boliiksel kiime olsun. Her ikisindeki siralama kapsama
iglemine gore oldugundan, arakesitlerini hem X in hem de Y nin birer alt kiimesi
olarak diigiiniirsek, bu da kapsamaya gore iyi siralanmig bir kiime olacaktir. Eger
a€ XNYisea=X, ve a =Y, olur. Bu, X icinde a dan 6nce gelen biitiin
Ogelerin Y icinde de a dan 6nce gelmesini, dolayisiyla X NY icinde de ayni gseyin
olmasini gerektirir. Su halde a € (X NY), dir ve buradan X N'Y nin baliiksel
oldugu cikar.

Teorem 20.5.4. Bdiliksel iki kiime egit degilseler, birisi dtekinin bir onel béli-
Jiidiir.

ISPAT: X ve Y iki béliiksel kiime olsun. X N'Y boliiksel oldugundan, ya
XNY = X dir yada X NY arakesiti X in bir 6nel boliigiidiir. Aymi diigiiniigle,
ya X NY =Y dir yada X NY arakesiti Y nin bir 6nel boliigiidiir.

XNY =X ise X CY dir ve dolayisiyla ya X =Y ya da X, Y nin bir 6nel
boliigii olur.

Benzer olarak, XNY =Y ise, ya X =Y yada Y, X in bir 6nel boliigii olur.

Geriye kalan tek olasi durum X NY nin hem X in hem de Y nin birer
6nel boliigi; yani X NY = X, = Y, olmasidir. Bu durumda X, = a, Y, = b
olacagindan a = b elde edilir, ki bu a € X NY olmasini gerektirir ve XNY = X,
oldugu kabuliine aykir1 diiger.

Teorem 20.5.5. Boliiksel bir X kiimesi boliksel bir Y kimesiyle essiraly ise
X =Y dir.

ISPAT: f egsira doniigiimii altinda X =Y olsun. Belirli bir a € X &gesinden
once gelen biitiin x € X ogeleri i¢in z = f(z) oldugunu kabul edelim. Bu
durumda X, = Yy(q) ; yani a = f(a) olacaktrr. O halde sonlu dtesi tiime varim
ilkesine gore, her x € X igin z = f(x) ; yani X =Y olacaktir.

Sonug 20.5.1. Iyi siralanmus bir kiime, en ¢ok bir tane boliksel kiime ile essiraly
olabilir.

Boliiksel kiimeleri sira sayilar: olarak alabilmek icin, iyi siralanmig her kii-
menin boliiksel bir kiime ile egsirali oldugunu gostermemiz gerekiyor. Agagidaki
iki teoremde bunu ele alacagiz.

Teorem 20.5.6. Iyi siralanmas bir X kiimesinin her dnel boligi bir boliksel
kiime ile essiraly ise, X boliksel bir kiime ile essiralidar.

IspaT: Kabul edelim ki, X in X, 6nel boliigii g, essira doniisiimiiyle bir Z(z)
boliiksel kiimesine resmedilsin; yani X, = Z(x) olsun.
Z={z|x(ze X Nz=2Z(x))} (20.14)

diyelim. Simdi
JiX 57 f@) = Z(a)
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fonksiyonunu tanimlayalim. x < y olmak {izere x,y € X verilsin. Buna gore, g,
egsira dontigimi altinda

X, = Z(x)

ve g, nin X, kiimesine kisitlanmis: olan g egsira doniigiimii altinda
y Yix,

Xe = (Xy)e Z(Z())g, )

olacaktir. Kabuliimiiz geregince Z () béliiksel oldugundan (Z(y)),,, de boliik-
sel olur; ¢iinkii, boliiksel bir kiimenin bir 6nel boliigiidiir. Su halde Teorem 20.5.5
den,

Z(x) = (Z(¥) gy (20.15)

gikar. < y oldugundan da Z(z) in Z(y) nin bir 6nel boliigi oldugu ve boylece
x<y=Zx)C Z(y) (20.16)

Ozeliginin saglandigy goriiliir, z # y oldugunda x < y ve y < x varsayimlarindan
ancak bir tanesi dogru olacagindan, (20.16) den

x<y<= Z(x) C Z(y) (20.17)

sonucunu ¢ikarabiliriz. Artik (20.16) den f : X — Z fonksiyonunun bbo oldugu,

(20.17) den de f nin (X, =) den (Z, C) sistemine bir egsira doniigiimii oldugu

gikar. (X, =) iyi siralanmig oldugundan (Z, C) sistemi de iyi siralanmgtar.
(20.15) egitligine donerek, Z(x) yerine f(z) ve Z(y) bdliiksel oldugundan

(Z(Y))g,(., verine g,(x) yazabiliriz.
Boylece, her x < y icin

f(z) = gy(x) (20.18)

yani

fix, =9y (20.19)
elde edilir. Artik Z deki iyi siralamanin boliiksel oldugu hemen goriiliir; ¢ilinkii
Z,,={z|3x(xr € X NZ(x) C Z(y) Nz = Z(x))}

={z|F(ze XNz <yrz=f(z))}

={z|Tx(zr e XNz <yAz=gyx))}

= Z(y)
dir.
Teorem 20.5.7. [yi siralanmus her kiime bir ve yalniz bir tane boliksel kiime
ile essiralidar.

ISPAT: X iyi siralanmig bir kiime olsun. Sonlu 6tesi tiime varim ilkesiyle
Teorem 20.5.5 den X ile egsiral bir boliiksel kiimenin varlig: ¢ikar. Bunun tekligi
ise Sonug 20.5.1 tan biliniyor.
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20.6 SIRA SAYILARININ KARSILASTIRILMASI

X iyi siralanmig, bir kiime olsun. X ile egsirali olan biricik béliiksel kiimeye X
in sira sayis1 diyecek ve bunu

X, X, ord(X) (20.20)
simgelerinden birisiyle gosterecegiz.

Teorem 20.6.1. lyi siralanmas iki kiimenin essiraly olabilmesi icin gerekli ve
yeterli kogul, bu iki kiimenin ayni sira sayrsina sahip olmasidar.

ISPAT: X ve Y verilen iyi siralanmig kiimeler ise,
X2Y <= X=Y (20.21)

oldugunu gostermeliyiz. X = X ve Y = Y oldugu acktir. Teorem 20.5.5
geregince

I
1%

X2Y e X2YeX=Y (20.22)
olur.

Teorem 20.6.2. lyi siralanmas iki kiime essirale degilseler, birisi tekinin bir
onel boligi ile egsiralidar,

IspaT: X ve Y verilen iyi siralanmus kiimeler olsun. Uygun f ve ¢ doniisiimleri
altinda

xix  viy (20.23)
dir. Teorem 20.5.4 geregince, agagidaki ii¢ durumdan birisi vardir:
(a) X =Y
(b) X =Y, (Y, Y nin bir 6nel béliigiidiir).
(¢) Y =X, (X, X nin bir 6nel boliiktiir.

(a) durumu varsa X =Y olur. (b) durumu varsa X = Z,-1(,) olur. (¢) durumu
varsa Y = X1, olur. Boylece istenen sey elde edilmis olur.
Buraya kadar soylenenleri bir araya derlersek, agagidaki nerme ortaya ¢ikar:

Onerme 20.6.1. «, 3 herhangi iki sira sayisi ise, asagidaki ¢ durumdan birisi
ve yalnizca birisi vardur:

(i) « sira sayisy B swra sayisinan has bir énel boligiudir; yani o € § dar.
(ii) o= 3 dur.

(i1i) B sira sayst « swra sayistnan has bir nel boligidir; yani 8 € « dar.
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Sira sayilar: kiimesi iizerinde < simgesiyle gosterilen bir bagintiy: gdyle tanim-
layalim:

Tanim 20.6.1. «, 8 herhangi iki sira sayis1 ise
a<fB<  a,Bnn bir 6nel boliigiidiir (20.24)
S (aeP)V(ia=p) (20.25)

dar.
Bu tamim kullanarak, aligtigimiz {icleme (trichotomy) kuralini yazabiliriz:

Onerme 20.6.2. «, § herhangi iki sira sayist ise asagidaki i¢ durumdan birisi
ve yalnizca birisi vardar:

(i) a €
(i) a=p
(iii) B € a

20.7 SIRA SAYILARININ ARITMETIGI

Sira sayilariicinde toplama, ¢arpma ve is alma iglemleri tammlanabilir. Agagida,
sira sayilar: i¢indeki aritmetik iglemlerini tanimlamakla yetinecek, ayrintilara
girmeyecegiz. Once egitsizlik tanimindan baglayalim.

Tamim 20.7.1. o ve (3 iki sira sayis1 ve a« = A, f = B olacak sekilde iyi
siralanmig A ve B kiimeleri verilsin. Eger A kiimesi, B nin bir 6nel boliigiine
benzerse, « sira sayisi $ sira sayisindan kii¢iiktiir, denilir ve

a<f (20.26)

simgesiyle gosterilir.

Sira sayilar i¢indeki toplama iglemini tanimlamak i¢in, siralanmig bilegimleri
bilmemiz gerekiyor.

Tanim 20.7.2. A ve B tam siralanmug iki kiime ve AN B = () olsun. AU B
icinde, su sekilde bir siralama iglemi tanimlayalim:

z,y € AU B icin x < y olmas: icin gerekli ve yeterli kogullar gunlardir:
r € ANy € B,

<y (r,yc AN (z<y) A daki siralamaya gore
(x,ye B)A(z <y) B deki siralamaya gore
I¢inde bu siralama bagntisi olan A U B bilegimini A& B simgesiyle gostere-
cegiz.

Uyar1 20.7.1. AW B nin BW A dan farkh olacagina dikkat ediniz. Yukardaki
tamim, genel olarak, bir kiimeler ailesi i¢in de sdylenebilir.
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20.7.1 Sira Sayilarinin Toplamai

Tamim 20.7.3 (Toplama). « ve § iki sira sayisi ise o = A ve 8 = B olmak
iizere; a @ ff = ord(AW B) dur.

Burada A ve B kiimeleri iyi sirali oldugundan, AW B bilegimi de iyi sirali ola-
caktir. Clinkii her kiime iyi siralanabilir. Kolayca goriilecegi gibi, sira sayilarinda
toplama iglemi

(adp)eyvy=asd(BeYy) (20.27)

birlesme (associative) dzeligine sahiptir. Ancak, sira sayilarinda toplama iglemi
yer degigim (commutative) 6zeligine sahip degildir; yani

a®B£BOa (20.28)

dir.

20.7.2 Srira sayilarinin Carpimi

Tamim 20.7.4. Tyi siralanmig A ve B kiimelerinin A x B kartezyen ¢arpiminin
ters konum siralamasi goyle tanimlanir: (a,a’), (b,b') € A X B igin

(a,a") < (b,V) < [(a' <V)V(d =V Na<b) (20.29)

Bu bagintiya gére Ax B iyi siralanmugtir. Ustiindeki bu siralamanin var oldugunu
belirtmek i¢in A x B kartezyen ¢arpimimi, A X B simgesiyle gosterelim.

Tanim 20.7.5 (Carpma). a ile b iki sira sayisi ise, a = A, b = B olmak iizere,
sira sayilarinin ¢arpim agagidaki kural ile tanimlanir:

a.b=ord(AK B) (20.30)
Sira sayilarinda @ ¢arpma iglemi su 6zeliklere sahiptir:
(i) (ab)e = a(be)
(ii) a(b®c) = ab® ac (dagilma 6zeligi)
(iii) (b® c)a # ba @ ca
(it) ve (iii) Ozeliklerinden gunu goriiyoruz: Sira sayilarinda soldan ¢arpmanin

toplama iizerinde dagilma 6zeligi vardir, ama sagdan carpmanin toplama iizerine
dagilma 6zeligi yoktur.
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20.7.3 Sira sayilarinda Us Alma

Sira sayilarinin sonlu iisleri (kuvvetleri) ¢arpma yardimiyla tanimlanabilir. Boylece

w, w2 w3, wt WL (20.31)

iisleri bulunabilir. Sonsuz kuvvetlerini tanimlamak i¢in

w, WY, WY, WY, WY (20.32)

big¢imindeki dizileri diiglinmek gerekir. Bu ileri konu bu dersin kapsami digin-
dadir.

20.8 BUTUN SIRA SAYILARIN SINIFI

BUTUN SIRA SAYILARIN SINIFI: W

Buraya kadar yaptigimiz iglemlerde, boliiksel kiimelerle sira sayilarini bir
tutmus olduk. Yani "béliksel kiime" deyimi ile "sira sayisi” deyimi es anlamh
olmaktadir. Ozel olarak, boliiksel bir X kiimesinin X sira sayisinin X oldugu
apaciktir.

Biitiin sira sayilarinin sinifin1 W ile gosterecegiz. Tabii W nin 6geleri kiimeler
oldugundan, W kapsama bagintisina gore tikel siralanmig bir kiimedir. Ayrica,
Teorem 20.5.4 geregince, tam sirali olmaktadir. Giderek, W nun iyi sirali oldu-
gunu ve boliiksel bir kiime oldugunu géstermek miimkiindiir. Buradan hareketle,
su teorem ifade edilebilir.

Teorem 20.8.1. Herhangi bir a siwra saysy, " a dan kigik olan bitin sira

saylarindan olusan W, iyi siralanmas kiimesinin sira sayisidar.
IsPAT: a = W, olacak sekilde bir W, = W var olacaktir. a béoliiksel bir kiime

oldugundan a = a dir; yani W, = W, dir. Béylece istenen a = Wa esitligi ¢ikar.

20.8.1 PROBLEMLER

1. Bdliiksel bir kiimenin biitiin alt - kiimeleri kiimesinin, yani kuvvet kiimesinin,
kapsamaya gore iyi sirali olmadigini gdsteriniz.

2. A, B, C, D birbirlerinden ayrik ve tam sirals kiimeler olsun. A = C,B =< D
ise AW B = C WD oldugunu gosteriniz.

3. Sira sayilar i¢in toplama igleminin birlegebilir oldugunu gosteriniz.
4. «, B, sira sayllari ve a @ 8 = a @ v ise § = 7y oldugunu gosteriniz.
5. Iyi sirali her sonlu kiime bir dogal say1 ile egyapilidir. Gésteriniz

6. Her dogal sayi, iyi sirali sonlu bir kiimeye egyapilidir.



