Bolim 21

AKSIYOMLAR VE
PARADOKSLAR

KUMELER KURAMININ AKSITYOMLARI VE PARADOKSLAR

21.1 KUMELERIN AKSIYOMATIK YAPISI

Hatirlanacag iizere, bu dersin baglangicinda, kiimeler kuramini aksiyomatik
olarak incelemeyecegimizi sdylemis, ve kiimeyi "égelerin toplulugu” olarak ele
almigtik. Ama bu tanimin "kdime” nin niteligini ortaya koyamadigini anlamak
i¢in ¢ok dikkatli bir diigiince bile gerekmiyor. O halde, gimdiye degin sezgiye
dayanarak tizerinde caligtigimiz "kiime” nin varligim1 garanti edecek daha belir-
gin kavramlar gereklidir. Yine belirtelim ki, bu dersin amaci, kiimeler kuramini
aksiyomatik olarak incelemek degildir. Bu boliimde yapmak istedigimiz sey,
kiimeleri salt sezgi yoluyla ele alinca, giderek baz paradokslarla kargilagtigimiz;
ancak baglangicta baz1 aksiyomlar1 kabul ederek, hem "kiime" nin varhigini
garanti etmenin, hem de paradokslardan kurtulmanin miimkiin oldugunu belirt-
mektir. Kiimeler kuramini ilk kez sistematik olarak inceleyen matematik¢i Georg
Cantor (1815-1918) dur. Cantor, kiimeler cebirini, buraya kadar bizim sezgi
yoluyla yaptigimiz gibi ortaya koymustur. Daha sonralari, matematigin temelleri
aragtirilmaya baglaninca, Kiimeler Kurami, Cantor’dan sonraki matematikgciler
tarafindan daha formal olarak bicimlendirilmeye ¢aligilmigtir. Cantor’un "kiime"
deyiminden kastettigi su idi: « degiskeni (degigkenleri) bir p 6nermesini sagly-
orsa {z | p(z)} kiimesi

a € {r|p(z)} < pla) (21.1)

seklinde tanimlanir. Bu diigliniigle, her p 6nerme fonksiyonu bir kiime tanimlar.
Kavrama ilkesi (principle of Comprehension) denilen bu yolla kiimelerin belir-
lenmesi gegen yiizyilin {inlii matematikgisi ve diigliniirii Bertrant Russel, kendi
adiyla anmilan paradoksu ortaya atana dek siiregeldi. Gercekte ilk ortaya konan
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Russel paradoksu degil, 1897 de bulunan Burali-Forti paradoksudur; bunu bu
boliimiin sonunda agiklayacagiz.

21.1.1 Russel Paradoksu

Russel Paradoksu (1902 -1903): p(x) 6nerme fonksiyonunu = ¢ x olarak tamim-
layalim. p nin tammladig kiime w = {z |z ¢ 2} kiimesidir. Bu durumda

wew=wé¢w (21.2)
w¢w=wew (21.3)

olacaktir ki, bu ne w € w ve ne de w ¢ w dnermesinin dogru olamayacagim ya
da her ikisinin de ayn1 anda dogru oldugunu gosterir. Bu, kiimeler Kuraminda
bir gatigki (paradoks) yaratir. Bu demektir ki, kiimeleri salt bir énerme fonksi-
yonu ile belirlemek, bizi paradoksa gotiiriiyor. Oyleyse, kiimeler kuramimin var-
ligin1 garanti edecek bazi belitleri (aksiyomlari) koymak zorundayiz, Kiimeler
Kurammin belitsel (aksiyomatik) kurulugu, matematikgiler tarafindan degisik
bi¢imlerde yapilmigtir. Ancak bunlar iki standart yola ayirmak miimkiindiir.

21.2 RUSSEL YONTEMI

Russel tarafindan kurulan bu bigimde, esas diiglince, bizi paradoksa goétiiren
"kiimelerin kiimesi” kavramindan sakinmak icin, kiimeleri simiflara ayirmaktir.
Russel’a gore; bireyler, bireylerin kiimeleri, bireylerin kiimelerinin kiimeleri,...
vb. birbirlerinden farkli diizeydeki varliklardir. Su halde = € y nin anlaml ola-
bilmesi, ancak y nin z den sonraki diizeyde olmasiyla miimkiindiir. Oyleyse,
z € z (dolayisiyla x ¢ z) ifadesi kiime tamimlamak i¢in bir 6nerme fonksiyonu
degildir. Buradan hareketle, Russel paradoksuna gotiiren {z |z ¢ =} kiimesinin
var olamayacag (tabii, kiimeler kuramimi Russel anlaminda kurarsak) anlagilir.

Russel yontemiyle kiimeler kuramimin kurulusuna, bugiine kadar, dldiiriicii
bir itiraz gelememistir. Ancak, bu yontemin her matematik¢i tarafindan kabul
edilmesi beklenemez. Ozetlersek, Russel yonteminde, kiimeler kuraminda para-
doksu doguran kavramdan mantiksal (logic) bir yolla sakimilmaktadir.

21.3 ZERMELO YONTEMI

Bu yontemde, mantiksal bir bigime girmeden, dogrudan dogruya, kiimeler ku-
raminda kargilagtigimiz iglem ve kavramlar1 doguracak yeterlikte ve paradokslar-
dan koruyacak nitelikte bazi aksiyomlar kabul edilmektedir. Bu yontemi ilk kez
Zermelo (1908), ortaya koymug ve daha sonra cesitli matematikgiler tarafindan
geligtirilmigtir. Zermelo yontemini daha ¢ok agiklamay1 denemek yerine, bu yon-
temle kiimeler kuraminin nasil kuruldugunu bir 6rnekle agiklamak daha yararh
olacaktir.
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21.3.1 Zermelo-Fraenkel Aksiyomlar:

Kiime ve 6ge kavram ilkel kavramlardir (her ikisi de tanimsizdir). Kiimelerin,
asagida ifade edilecek aksiyomlarin diginda higbir 6zelige sahip oldugu varsayil-
maz. Zermelo - Fraenkel kuraminda, belirli varliklarin bolgesi diisiiniiliir ve bu
bolgedeki varliklar kiimeler olarak kabul edilir. Kiime ve dge arasinda bir ayirim
yoktur. Bu bdélgede € simgesiyle gosterilen belirli bir baginti "dgelik” bagintiss
olarak kabul edilir ve a € b ( "a, b nin 6gesidir") seklindeki ilkel kavram (tanim-
s1iz kavram) olarak almr. Bir b kiimesinin her 6gesi bir ¢ kiimesinin de 6gesi
oluyorsa, b ye ¢ nin bir alt kiimesidir, denilir ve b C c ile gosterilir.

1. Yayma Beliti: Eger iki kiime ayni 6gelere sahipse, bunlar birbirine egittir;
yani

Ve(x€asxzeb)=a=b (21.4)
dir.

2. Ilkel Kiimeler Beliti: Higbir 6gesi olmayan bir () kiimesi vardir. Eger a ve
b iki kiimeyse, yalmz a 6gesine sahip {a} kiimesi ile yalmz a ve b dgelerine
sahip olan {a, b} kiimesi vardur.

3. Alt Kiimelerin Segilmesi Beliti: a verilmig bir kiime, p(z) her bir € a
i¢in anlaml bir 6nerme fonksiyonu ise, dyle bir b kiimesi vardir ki, b nin
Ogeleri a min p(z) 6nermesini dogru kilan x 6gelerinden ibarettir:

rebe (ze€anp(x)) (21.5)

4. Kuvvet Kiimesi Beliti: a verilmig bir kiimeyse, 6geleri a nin biitiin alt
kiimelerinden ibaret olan bir &?(a) kiimesi vardir:
rePa)erCa (21.6)

5.Bilesim Beliti: a verilmig bir kiimeyse, 6geleri a nin 6gelerinin 6gelerinden
ibaret olan bir Ua kiimesi (buna a nin bilegimi denir) vardir:

r€Uae JyreyAy€a) (21.7)

6.Se¢me Beliti: Bir a kiimesi verilsin. a min biitiin 6geleri () dan farkli olsun
ve bu Ogelerin ortak 6geleri var olmasin. Bu durumda, dyle bir ¢ kiimesi
vardir ki, bunun a nin her 6gesiyle bir ve bir tek ortak 6gesi vardir.

7.Sonsuzluk Beliti: Oyle bir kiime vardir ki, () bunun bir 6gesidir ve eger e
bunun bir 6gesi ise {e} de bir 6gesi olur.

8.Yerlesgtirme Beliti: a verilmig bir kiime olsun, a nin her = 6gesini bir tek y
6gesine baglayan bir ¢(z, y) onerme fonksiyonu varsa; yani

Vzlz € a = Jy(W(z,y) AVz(Y(x, 2) =y = 2))] (21.8)

varsa, Oyle bir a’ kiimesi vardir ki, bunun 6geleri tamamiyla, yukaridaki
bicimde a nin 6gelerine baglanan y lerden ibarettir.
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9.Kurma Beliti: a bog olmayan herhangi bir kiimeyse, a nin dyle bir e 6gesi
vardir ki, a ile e nin hicbir ortak 6gesi yoktur.

Aciklanmalarina girmeyecegimiz bu aksiyomlarin bazisi, zaten aligkin oldugu-
muz Ozeliklerin ifadesinden ibarettir. Ama bazlar1 da, hemen sezgiyle anlagila-
mayacak daha derin anlama sahiptir. Ornegin, son aksiyomu aciklamak icin
Bernay’in tamamen formalize edilmig sistemlerine girmek gerekir, ki bu dersin
kapsami diginda oldugunu sdylemigtik.

21.4 PARADOKSLAR

Bu boliimii bitirmeden Once baz {inlii paradokslar (catigkilar1) séylemek yararh
olacaktir.

21.4.1 Cantor Paradoksu
(Biitiin kiimelerin kiimesi) Biitiin kiimelerin kiimesine 7 diyelim. Tabii &/ nin
her alt kiimesi yine &/ nin bir 6gesidir. Su halde & nin kuvvet kiimesi de o
nin bir alt kiimesi olacaktir; yani

P(A)C oA (21.9)
olacaktir, ki buradan

P(A) < oA (21.10)
¢ikar. Oysa 18.1.4 Cantor Teoremine gore

P(A) - o (21.11)

oldugunu biliyoruz. Su halde, "biitin kimelerin kiimesi” kavrami bizi bir paradoksa
gotirmektedir.

21.4.2 Russel Paradoksu
Biitiin kiimelerin kiimesini

(a) Kendi kendini igeren kiimeler;

(b) Kendi kendini igermeyen kiimeler;

diye ikiye ayirsak daha once agiklamig oldugumuz 21.1.1 Russel Paradoksuna
Variyoruz.
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21.4.3 Burali-Forti paradoksu

Biitiin sira sayilarinin kiimesine A diyelim. A nmin (yukardaki W simfi yerinde
oldugunu diisiiniirsek) boliiksel bir kiime olacagini biliyoruz. Su halde Oyle bir
Wy =X € W vardir ki

A=X=W,, (A=W) (21.12)

olur. Oysa bu TEOREM 20.4.3 ile geligir, zira (21.12) bagintis1 iyi sirals W = A
kiimesinin W) Onel boliigiine benzer olmasini gerektiriyor. Hemen goriildiigi
gibi, bu paradokstan kurtulmak icin, "bitin sira sayilarinin kimesi” deyimi
yerine "biitiin sira sayilarinin W sinifi" deyimini kullanmiyoruz. Zaten, yukardaki
paradokstan, A kiimesinin var olmadigi anlamini ¢ikarabiliriz.

21.4.4 Biitiin Nicelik Sayilarinin Kiimesi

Biitiin nicelik sayilarinin kiimesine 4" diyelim. Her a € .4 nicelik sayist i¢in
a = §(A,) olacak sekilde bir A kiimesi vardur.

A= A (21.13)
aeN

diyelim. £2(A) mn nicelik sayis1 §(FZ(A)) € A oldugundan
1(2(4)) = 8(Ay2(a)) (21.14)
olacak sekilde bir Ay (4)) kiimesi vardir. (21.13) in tanimindan
Ay (a) €A

dir. O halde
1(Z(A)) = b(Ayz(a)) =2 8(4)

olacaktir. Oysa
i(Z(A)) = 1(A)

olmasi gerekiyordu. Goriiliiyor ki, biitiin nicelik sayilarinin kiimesi kavrami bizi
paradoksa gotiiriiyor. [6], [7], [11], [2], [14], [24]

21.5 OKUMA PARCALARI

Yukardakilere benzer daha bircok paradoks vardir. Biz burada popiiler birkag
tanesini daha sylemekle yetinecegiz.

Berber (Russel, 1919) Bir kasabanin berberi, o kasabada kendi kendisini trag
etmeyen herkesi ve yalniz onlar trag ediyor. Acaba bu berber, kendi kendini
trag eder mi?
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Belediye Bagkani Bir masal iilkesinde her belediye bir bagkana sahip ol-
malidir ve farkli iki belediye ayni bagkana sahip olamaz. Bazi belediye bagkanlari,
bagkani olduklar: belediyenin sinirlar: diginda ikdmet ediyorlar. Kabul edelim ki,
yeni bir kanunla bu tiir belediye bagkanlar1 bir S bolgesine yerlegtiriliyor. S bol-
gesi o kadar biiyiik oluyor ki, burada da yeni bir belediye kurmak gerekiyor. S
nin bagkani nerede oturmalidir?

Avukat ve Ogrencisi Olay eski Yunan’da gecer. O zamanin iinlii bir avukati
bir 6grencisine 6zel avukatlik dersleri verecektir. Ogrencisiyle syle anlagirlar:

Dersler bitene dek 6grenci hig iicret 6demeyecektir. Eger, grenci ilk
girdigi davay: kazanacak olursa, 6gretmenine belirli bir iicret 6deye-
cektir; eger ilk davasimi kazanamazsa, hicbir ders iicreti 6demeyecek-
tir.

Bir siire sonra dersler bitmig ve 6grenci artik geng¢ bir avukat olmugtur. Ama
uzun sure hicbir davay1 izerine almamag, yash avukatin sabrini tagirmigtir. Ucre-
tini almak i¢in 6grencisini mahkemeye veren yagh avukat, yargiclar kuruluna der
ki:

"Eger bu davay:1 kazanirsam, yiiksek mahkemenin karar1 geregince
iicretimi almaliyim; eger bu davay: kaybedersem, anlagmamiz geregince
ogrencim ilk girdigi davay: kazandig1 i¢in yine iicretimi almaliyim ..."

Bu s6zleri duyan geng avukat ayaga firlar ve cevap verir:

"Hayir! Sayin Yargiclar Kurulu, 6gretmenim yaniliyor. Ciinkii, bu
davay: ben kazanirsam, mahkemeniz karar: geregince iicret vermeye-
cegim; eger kaybedersem, anlagmamiz geregince, yine iicret vermeye-
cegim ..."

Acaba, hangisi hakhdir?

Timsah Bir ¢ocugu kagiran bir timsah, ¢ocugun babasina s6z veriyor:

"- Cocugu geri verip vermeyecegimi tahmin edebilirseniz, cocugunuzu
yemeden geri verecegim."

Baba, timsahin ¢cocugu geri vermeyecegini tahmin etse, timsah cocugu geri ver-
meli midir ?
Epimenide Paradoksu YALANCI PARADOKSU

"Su anda sdylemekte oldugum gey yalandir."

Acaba bu ifade dogru mu, yalan m?



