Bolum 1

SAYILAMAYAN SONSUZ
KUMELER

1.1

SAYILAMAZ KUMELER

18.4. PROBLEMLER

1.2 ALISTIRMA

1.

{A;|i € I} ve {B;|j € I} aileleri veriliyor. Eger her ¢ € I i¢gin A, ~ B,
ise

UAl ~ UBZ (1.1)

1€l el
T4 ~]]5 (1.2)
el el

oldugunu gosteriniz.
CozowMm:

A, = B, ise, her 1 € I i¢in bire bir ve orten bir f, : A, — B,, fonksiyonu
a, € A, = f,(a,) = b, € B, vardir. Simdi

f:lJA = JB, ze€A = f)=fl)

el el

fonksiyonunu tanimlayalim. Bunun bir fonksiyon oldugunu gérmek igin
Teorem 10.1.1 ile verilen F1-F2 kogullarinin saglandigini gostermeliyiz.

1



BOLUM 1. SAYILAMAYAN SONSUZ KUMELER

F1:
x € UAZ:(HZGI)(x:aZGAZ)
el
= f(z) = fi(a,) € B,
= f(z) e |JB.
el
F2:

u:weUAzé(EIZEI)(u:w:a,EAZ)
1€l

= [f(u) = fi(a,) € B A [f(w) = fi(a,) € B)]
= f(u) = f(w)

f fonksiyonu drten bir fonksiyondur:

yel B, = (Fel)(y=b < B)
el

= (Ja, € A,)(f.(a,) =b, € B,)

= <E|al € UAZ> (fl(al) =b € UBZ>

= <30Lz =ze UA’> (fz(al) =flx)=b=y¢€ UBl>
= <3m€ UA2> (f(;v) =ye€ UBl>

f fonksiyonu bire-birdir:

(u,wGUﬁL)/\(u#w)é(ﬂi,jé])(AiauaiyéajwGAj)

el
= B; 2 b; = fi(a;) # fj(a;) = b; € B,
= f(u) = fi(ai) # fi(a;) = f(w)
= f(u) # f(w)

2. (Cantor Kiimesi) 1883 yilinda Alman matematik¢i Georg Cantor tarafin-
dan agiklanan, ama daha 6nce 1875 yilinda Henry John Stephen Smith
tarafindan kurgulandigi anlagilan bu kiime, 6l¢iim kuraminda ve topolo-
jide ilging 6zeliklere sahiptir.

Kiime g6yle kurgulaniyor. 1k adimda [0, 1] arahgimin ortasindan iicte biri
atiliyor. Ikinci adimda geriye kalan iki alt araligin ortalarindaki iigte birlik
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araliklar atiliyor. Ugiincii adimda geriye kalan dért alt araligin ortalarin-
daki iicte birlik araliklar: atiliyor. Bu eylem sonsuz kez tekrarlanirsa, geriye
kalan kiimeye Cantor kiimesi (Cantor ternary set) denilir.

Cantor kiimesinin ilging 6zeliklerinden bazilar1 sunlardir:

n -inci adimda kalan araliklar1 veren bir yinelge formiilii kurulabilir.
Bog kiime degildir.
¢) Sayilamaz sonsuz bir kiimedir.
) Her adimda atilan iigte birlik araliklarin toplam uzunlugu 1 dir.
) Salt topolojiye gore kapal bir kiimedir.
) Salt topolojiye gore tam bir metrik uzaydir.
(g) Tamamen siurh bir kiimedir.
(h) Tikiz bir kiimedir.
) Her noktasi bir yigilma noktasidir.
) Hig bir i¢ noktas1 yoktur.
) Hig bir yerde yogun degildir.

Bunlar: gostermeyi deneyiniz.

YoL GOSTERME: Ardigik adimlarda geriye kalan araliklar sunlardir:

1LAdm: [0,i]U[2,1]

53 3
2Adm: [0, 51U [Z, 51U S, U1

n -inci adimda atilan kiime

o Cn—l 2Cn—1
= (%) (557)

Eyleme boyle devam edersek, geriye kalan kisimda hi¢ bir aralik ola-
maz. Olsaydi, bir sonraki adimda onun da ortasindaki ti¢te birlik kisim
atilacakti. Bu nedenle, geriye kalan kisma, yani Cantor kiimesine Cantor
tozu adi da verilir. Olciim kuraminda bu kiimenin 6l¢iimiiniin 0 oldugu
sOyle gosterilir. Her adimda atilan kisimlarin uzunlugunu biliyoruz. Bun-
lar1 toplarsak,

iL_l+2+i+§+ ) =1
3t 39 27 81 7 3\1-2) '

n=0

olur. [0,1] araliginin dl¢iimii (uzunlugu) 1 olduguna gore geriye kalan Can-
tor tozunun Ol¢iimii 0 olmalhidir.
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3. Katsayilar1 rasyonel sayilar olan bir polinomun kokii olan sayiya cebirsel
sayr denir. Cebirsel olmayan sayilara transandant sayilar denilir.

(a) Cebirsel sayilarin sayilabilir oldugunu gésteriniz.

(b) Transandant sayilarin sayilamaz oldugunu gosteriniz.

CoziMm:
Cebirsel sayilar kiimesininsayilabilir oldugu Teorem 17.3.7 ile gsterilmistir.
Cebirsel sayilar1 C'ile, transandant sayilar1 T ile gosterelim. R = CUT ve
CNT =0 dir.

R=CUT = 4(R) = §(C) + §(T)
bagintist kullanilirsa, C' sayilabilir bir kiime oldugundan 7" nin sayilamaz
sonsuz bir kiime oldugu goriiliir. Ote yandan, Teorem 17.3.3 geregince,
CUT =T = §(CUT) = y(T) olacaktir. Bunu yukaridaki bagnt1 ile
birlegtirirsek,

G(R) = ¢ =1(C) +4(T) = 4(T)

esitligi bulunur.



